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ESTIMACION EN AREAS PEQUENAS. APLICACION A LA ENCUESTA INDUSTRIAL DE LA C.A.V.

Capitulo

1

Introduccion

Eustat ha formado un equipo investigador compuesto por miembros de diferentes
departamentos de Eustat para trabajar en la mejora de las técnicas de estimacién en
diferentes operaciones estadisticas e introducir técnicas de estimacion en areas
pequenas basadas en modelos. Este equipo esta supervisado por las profesoras Ana
Fernandez Militino y Lola Ugarte de la Universidad Publica de Navarra.

Este proyecto de investigacion sigue en curso y en este documento describimos parte
del trabajo realizado hasta el momento en la Encuesta Industrial de la Comunidad
Auténoma de Euskadi. Se esta trabajando en otros campos de aplicacion, sobre todo en
el campo de la estimacion en areas pequenas.

Este trabajo estd dividido en tres partes. Se comienza describiendo brevemente la
Encuesta Industrial de Eustat (marco utilizado, disefio muestral, etc.). En el segundo
apartado, se proponen estimadores alternativos al utilizado actualmente en la Encuesta
Industrial. Partiendo del estimador directo de Horvitz-Thompson se proponen
estimadores mas complejos que hacen uso de informacién externa. Finalmente, se
pasa al estudio de estimadores de areas pequefas, proponiendo un primer modelo
explicito y mostrando las estimaciones que se obtienen a nivel de comarcas de la C.A.
de Euskadi.

Las diferentes propuestas de estimadores que se presentan en este trabajo no son si no
los que se han estudiado en la primera fase del proyecto de colaboracion con las
profesoras de la Universidad Publica de Navarra. El proyecto sigue en activo
(actualmente se esta trabajando en estimadores compuestos y en nuevos modelos de
areas pequenas) por lo que presumiblemente los estimadores aqui propuestos seran
mejorados en un futuro cercano y sera entonces cuando se decida qué tipo de
indicadores utilizar en la Encuesta Industrial.

INTRODUCCION
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Capitulo

Encuesta industrial

Antecedentes

Esta operacion se puso en marcha en 1981, teniendo desde su creacion como objetivo
fundamental el conocimiento pormenorizado del entramado industrial vasco, dada su
importancia tanto en términos de valor afiadido como de empleo. La informacién basica
para ello se obtiene a partir de las principales partidas de la cuenta de pérdidas y
ganancias, y la consiguiente estimacion, a partir de ellas, de las principales
macromagnitudes.

Esta operacion estadistica se realiza en colaboracion con el Servicio de Estadistica y

Analisis Sectorial del Departamento de Agricultura y Pesca, Organo Estadistico
especifico de dicho Departamento.

Caracteristicas Técnicas

Ambitos

Universo. El ambito poblacional se circunscribe a aquellos establecimientos cuya
actividad principal, medida en términos de valor afiadido generado, sea industrial.

Incluye, segun la Clasificacion Nacional de Actividades Econdmicas de 1993 (en
adelante CNAE-93), las siguientes secciones:

- Seccion C:Industrias extractivas
- Seccion D:Industria manufacturera
- Seccion E: Produccién y distribuciéon de energia eléctrica, gas y agua

Geografico. Las unidades estadisticas que estén ubicadas en el &mbito geografico de
la C.A. de Euskadi, aun cuando su sede social o gerencia se encuentre fuera de ella.

Temporal. El periodo de referencia es el ejercicio econémico del afo natural.
Excepcionalmente, de presentarse establecimientos cuya contabilidad vaya referida a
periodos de tiempo que no correspondan al afio natural, se referira la informacién a los
ejercicios que finalizan dentro de los afios correspondientes.

ENCUESTA INDUSTRIAL
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Marco de la encuesta

El marco de la encuesta es el Directorio de Actividades Econdémicas de Eustat. Su
utilizacién permite la elaboracion de un muestreo probabilistico que acote los errores
muestrales.

Unidad Estadistica

La unidad estadistica es el establecimiento definido como una unidad que ejerce,
exclusiva o principalmente, una o varias actividades situada en un mismo
emplazamiento geografico.

Diseiio muestral y extrapolacion

Se realiza un muestreo probabilistico en dos fases: una primera en la que se
seleccionan con probabilidad "uno" todas las unidades que tengan mas de 19
empleados; en la segunda fase, se realiza un muestreo aleatorio estratificado donde las
variables de estratificacion son:

e Territorio Historico

- Araba
- Bizkaia

- Gipuzkoa

o Actividad: Clasificacion Nacional de Actividades Econdémicas (CNAE-93) a
nivel de subclase, es decir, a 5 digitos. Posteriormente para su difusion se
utiliza la clasificacion normalizada de EUSTAT A84. La clasificacion A84 es una
desagregacion de la A60 (CNAE-93 a 2 digitos) en funcién de la estructura
econdmica de la C.A. de Euskadi.

El tamafno de la muestra seleccionada es de 3.000 unidades estadisticas,
aproximadamente.

Previamente a la extrapolacion, se post-estratifican los establecimientos muestrales,
segun los tres Territorios Histéricos (Araba, Bizkaia, Gipuzkoa) , subclase de la CNAE-
93 y 5 tamanos de establecimientos, que son:

Entre 1 y 19 empleados

Entre 20 y 49 empleados

Entre 50 y 99 empleados

Entre 100 y 499 empleados
Mayores o iguales a 500 empleados.

arON=

ENCUESTA INDUSTRIAL 6
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ESTIMACION EN AREAS PEQUENAS. UNA APLICACION A LA ENCUESTA INDUSTRIAL DE LA CAV.

El paso de datos muestrales a los poblacionales se realiza a través de una matriz de
elevadores por cada estrato. La variable utilizada para la obtencién de los elevadores ha
sido el numero de ocupados de los establecimientos industriales. El uso de esta variable
estd justificado en que es la mas correlacionada con las principales variables
econdmicas que intenta medir la encuesta.

En el presente trabajo se utilizan los datos muestrales correspondientes a la Encuesta
Industrial del afio 2000.

ENCUESTA INDUSTRIAL 7
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ESTIMACION EN AREAS PEQUENAS. APLICACI

Estimacion de sectores A84 por TH

Introduccion

Actualmente en la Encuesta Industrial se utiliza un método de estimacion indirecta
utilizando como informacién auxiliar el empleo para aquellos establecimientos con 20 o
menos empleados (para establecimientos mayores la encuesta es censal).

En lo que sigue, mostraremos las estimaciones obtenidas utilizando diferentes métodos
de estimaciéon para el valor afadido bruto a coste de factores de las empresas de
menos de 20 empleados en el sector 9 de la clasificacion A84 (Minerales no metalicos)
de Eustat. Este sector ha sido escogido al azar para ilustrar en el presente trabajo los
diferentes estimadores.

La informacién muestral de la que disponemos (la correspondiente a la Encuesta
Industrial del afio 2000) se resume en la Tabla 1. Dado que para estratos de empleo
superiores la encuesta es censal, en este trabajo haremos Unicamente referencia al
estrato de empleo de 1 a 19 empleados. La encuesta esta disefiada para obtener
estimaciones de los sectores A84 por Territorio Historico para todos los estratos de
empleo. Por consiguiente, los coeficientes de variacion aqui presentados son
sustancialmente mayores que los correspondientes a las estimaciones publicadas (el
estrato de empleo de 1-19 empleados supone aproximadamente el 23% del VABcf y el
31% del empleo total industrial).

Tabla1. Informacién muestral de establecimientos de menos de 20 empleados del
sector 9.- Minerales no metalicos

Cdédigo CNAE-93 TH VABcf Empleo muestral Empleo poblacional

6903 14210 1 235 5

6994 14210 1 1129 11
ARABA 1364 16 66
6109 14111 20 480 12

6502 14111 20 631 19
GIPUZKOA 1111 31 185
6996 14210 48 408 4

6997 14210 48 408 4

6999 14210 48 408 4
BIZKAIA 1224 12 191
C.A. EUSKADI 442

ESTIMACION DE SECTORES A84 POR TH
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ESTIMACION EN AREAS PEQUENAS. UNA APLICACION A LA ENCUESTA INDUSTRIAL DE LAC.AV.

Estimacion directa

En el muestreo clasico o basado en el disefio no necesitamos hipétesis especificas
sobre la distribucién de la poblacién de interés. Unicamente requerimos conocer la
probabilidad de extraer una muestra cualquiera, o equivalentemente, la probabilidad de
inclusion de un elemento o la fraccién de muestreo.

Probablemente el estimador directo mas utilizado en los Institutos de Estadistica es el
estimador de Horvitz-Thompson.

Estimador de Horvitz-Thompson:

T
El estimador de Horvitz-Thompson para el total en la poblacion de estudio de y . 7,
con el disefio muestral 77 se define como:

A Vi
Ty,s,HT = Z; = Zwiyi >
donde § es una muestra (Vrseess V) de tamarfio " extraida de la poblacién U

formada por los elementos (Voo V) con NV conocida1, %i esla probabilidad de

. .l . . W,
inclusién del elemento i en la muestra bajo el disefioy "'/ es el peso muestral de

n N
== W, =—
V: s . .y "N ! n
i (en caso de muestreo aleatorio simple sin reposicion, y ).
La varianza del estimador ~ /7 viene dada por:
N N
5 Vi yj
var(l, ) = 3 3 (m; — w7 ) ==+,
=1 j-l T T

donde Y es la probabilidad conjunta de inclusiéon de los elementos Vi g i en la
muestra § bajo el disefio 7 (en caso de muestreo aleatorio simple sin reposicion
n n-—1

i A . . .
N N-1 ). Dado que el estimador de Horvitz-Thompson es un estimador
insesgado, el error cuadratico medio coincide exactamente con la varianza.

Un posible estimador insesgado de la varianza y por lo tanto del error cuadratico medio
es el siguiente:

"En lo que sigue se omitir4 el subindice s por comodidad.
ESTIMACION DE SECTORES A84 POR TH 9
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ESTIMACION EN AREAS PEQUENAS. UNA APLICACION A LA ENCUESTA INDUSTRIAL DE LAC.AV.

A2

S Vi 1 1
var(T =Y (1-r, —’+§ E e S
Tyr) z( l)izf (7r7rj ﬁy.)yly"

ies ies i#j i

Dado que nuestro interés es obtener un estimador no solo para el total de la poblacién si
no para los diferentes dominios que la componen (sectorizacion A84 por Territorio

Histérico), el estimador de Horvitz-Thompson para un dominio cualquiera / viene
obviamente dado por:

g, g, N
7 < U,
vd, HT _ZWkJ’k —Z Vi
‘ k=1 k=t Mg,
donde la segunda igualdad es Unicamente cierta cuando el muestreo es aleatorio simple

N n
sin reposicion en el dominio, siendo 9 y % el tamafio poblacional y el tamafio

.od.
muestral del dominio 7 .

No es dificil comprobar que cuando el muestreo es aleatorio simple sin reposicién, la

varianza estimada para el dominio ~/ adquiere la siguiente forma mas sencilla:

n
d;

A 1
Var(Tydj,HT) = Nj/ (1- )— var,, (V)

n
d; d;

Varsd X (yk ) . . )
donde / es la cuasi-varianza muestral calculada con las observaciones de la

muestra que caen en el dominio:

Y-,
i=1

n, —1 n,

J J

Varsdj (yk) =

Los resultados obtenidos para las empresas de 19 o menos empleados del sector 9 de
la clasificacion A84 se muestran en la Tabla 2.

Tabla 2. Estimaciones de Horvitz-Thompson para establecimientos de menos de
20 empleados del sector 9.- Minerales no metalicos

Dominio n, N, Var(fyd_’HT) ee(fyd_,HT) YA"de,HT cv
Araba 2 9 12587967 3547.95 6138 0.578
Bizkaia 3 24 0 0 9792 0
Gipuzkoa 2 24 3009732 1734.86 13332 0.13
C.AEuskadi 7 57 34143103.75 5843.21 30120.43 0.194

ESTIMACION DE SECTORES A84 POR TH 10
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ESTIMACION EN AREAS PEQUENAS. UNA APLICACION A LA ENCUESTA INDUSTRIAL DE LAC.AV.

El estimador Horvitz-Thompson es un estimador directo. No hace uso de ningun tipo de
informacion auxiliar (del mismo dominio o de otros dominios) dado que utiliza
Unicamente para su calculo la informacion obtenida en la muestra y los pesos de
muestreo (inversos de las probabilidades de inclusién) derivados exclusivamente del
disefio muestral.

Estimacion asistida por modelos

Hace uso de informacion auxiliar de la muestra. Este tipo de estimadores utilizan
modelos de regresion como un medio para conseguir estimadores consistentes desde
el punto de vista del disefo.

Estimador de Regresion Generalizado GREG:

Presentamos brevemente la familia de estimadores GREG, pero no los aplicaremos
directamente a la Encuesta Industrial. EI motivo de incluirlos en este trabajo radica en el
uso que se hara de ellos como alternativa a los estimadores de Horvitz-Thompson a la
hora de construir estimadores compuestos.

La familia de estimadores GREG fue propuesto fundamentalmente por Sarndal,
Swensson y Wretman (1989). La idea inicial esta basada en el estimador de Horvitz-
Thompson y se trata de mejorar las estimaciones mediante la utilizacion de datos
auxiliares. Se trata de utilizar modelos de regresion como un medio para conseguir
estimadores consistentes desde el punto de vista del disefio. Requieren que el
muestreo sea aleatorio.

El estimador GREG se diferencia del estimador de regresion lineal habitual en que
introduce pesos en la estimacion de los coeficientes del modelo. Aun haciendo uso de
informacion auxiliar no se considera especificamente disefiado para proporcionar
estimaciones en areas pequefas.

N
. T=2
El estimador de regresion generalizado de cada area ! -ésima i=l cuando el

modelo elegido es un modelo de regresion lineal (es decir, EGy)=xp GREG ) viene
dado por:

n n n n N n n
*
— — _ _ '
Torec _zwiyi _Zwigiyi _THT+(in Zwixi)ﬁGREG
i=1 i=1 i=1 i=1

n n
0 _ \ -1 \
Borec = (Z W,X; X, ) Zwixiyi /¢,
i=1 i=1

C. .
con , donde 7 son constantes especificadas

c, =1 vyj
que frecuentemente toman el valor , Vi

ESTIMACION DE SECTORES A84 POR TH 11
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Alternativamente,

n N n
Toree = ZJA’I +Zwi(yi -7
i=1 i=1

donde Vi son los valores predichos en el dominio de interés i=L..,N
*

. En cualquier
caso, los pesos Wi satisfacen la propiedad de calibracion, es decir, aplicados a
Li reproducen exactamente la poblacion total de Yi

n N

*
waxf =in

i=1 i=1

La varianza viene dada por:

w,w,
L-DEE,,
” |

Var(f orEG) = z Z ( )

i=1 =l i

E =vy —x . . .
donde ¢ Vi ’ﬂ GREG | g estimacion de la varianza es:

Var(oge) = 33 (ww, —w, )gie, gee,).

i=l i=1

N
donde € = Vi X Borec _
Estimacion indirecta

La principal diferencia con los estimadores directos es que para estimar el total en un
dominio dado se utilizaran observaciones de fuera de dicho dominio. Se suele decir que
el estimador toma informacién prestada. Los estimadores directos pueden hacer uso de
informacion auxiliar pero muestran como punto débil que se restringen al tamafio
muestral efectivo del dominio. El nUmero de observaciones en algunos dominios puede
ser muy pequefio, por lo que las varianzas de los estimadores puede ser muy grande,
por lo que las estimaciones pueden ser erraticas para dominios pequefios.

Estimador sintético

X, = (xlk,...,xjk,...,xjk)|

Se dispone de un vector auxiliar multidimensional , que

proporciona informacion relevante sobre la variable de interés Yk . De forma general, se

modela la relacién entre estas variables mediante el modelo S de forma que:

E.(v)=rf(x | B)

ESTIMACION DE SECTORES A84 POR TH 12
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donde ) es una funcion lineal o no lineal cualquiera. Un modelo S particular
utilizado frecuentemente (justificada o injustificadamente), especialmente para variables
continuas, es el de regresion lineal:

Ve = xLﬂ*“%

con Ef(g")zo,paratodo keU,

El primer paso del procedimiento es obtener un estimador adecuado de B ,
procedimiento que dependera de las propiedades individuales y conjuntas de Y y de

& . . . . .
k. Una vez obtenido p , parece natural estimar la variable de interés para todos los
dominios como:

Do =L | B)

d.
De esta forma, el estimador sintético del total de la variable Y en un dominio ~/ dado
es:

Tyd/-,SYN/- = Zyk

ked,
Para el caso particular de la Encuesta Industrial, la Unica informaciéon adicional para
estimar el VABCcf es el empleo de los establecimientos. Tras un analisis exploratorio de
la relacion de la variable VABCcf y el Empleo se ha optado por un modelo & de regresion
lineal sin intercepto (x es por tanto simplemente el empleo) comun para los tres
Territorios Histéricos.

No es dificil comprobar que para este caso, el estimador sintético es en este caso:

_ _ vd
yd; ,SYN _Txd/-ﬂ_T»cd/ ]f; 5
xd
ng; n n
j n d n d Nd
Tx”’.f - Zxk T, = zwkxk Tyd =2 WY W = n
donde k=l k=1 , k=1 , 4 siendo
J J
AT
=l y =1 (con J =3 siendo el numero de teritorios historicos).

A A

T
Notad que Ty y *¥ no son méas que estimadores de Horvitz-Thompson.

El calculo de las varianzas de los estimadores sintéticos no es tarea facil. Para el caso
concreto que nos ocupa la varianza estimada se puede aproximar mediante:

. L Aapan
var(T,, )= Ty TVI'T,

ESTIMACION DE SECTORES A84 POR TH 13
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ESTIMACION EN AREAS PEQUENAS. UNA APLICACION A LA ENCUESTA INDUSTRIAL DE LAC.AV.

r_ \ r_

T'=) wxx,/c, o =y T—Zxk
donde k=1 , con Kk k escalar y por tanto k=1 también
escalary

A n, 1
V=N, (l—N—d)—wlr(e)

a Ny

’

donde var(e) es la cuasi-varianza muestral de los residuos del modelo

v, =pPx, +¢, para k=1,...n,

Este estimador sintético es sesgado si bien el sesgo sera limitado cuando el modelo

igkzo

asumido ajusta adecuadamente (sera insesgado en el caso en el que #=1 ).

Rao (2003), propone la siguiente aproximacioén del error cuadratico medio para todo tipo
de estimadores sintéticos:

MSE(fyd,SYN  mse,, = Var(fyd,swv) + Nazlb; (Tyd,snv)

~ o 1 & ~
2 —
b, (Tyd,SYN) =mse, (Tyd,SYN) - ; Z Var(Tydj svv) N
donde = , 4 es el nimero de
observaciones en el dominio, /7 es el nimero de dominios y ademas:

var(7,, ; s)

2
Nd/_

b

Var(r vd /,SYN) =

= IS 14 - I & 1 n
mse, (Tyd,SYN) ~ %;N_Q(Tydj,SYN _]—:Vd/»HT)2 _Ejz_l: N;, Var(Tyd/,HT)

Los resultados obtenidos para el sector 9 de la clasificacion A84 se muestran en la
Tabla 3.

Dominio n, N, Va’r(Tyd/ sv) MSE(Tyd/ ) RMSE(Tyd/ sv) Ty svy

c.v

Araba 2 9 846934.72 977169.82 988.52 4137.86  0.237

Bizkaia 3 24 7092981.08 7315444.24 2704.71 11974.73  0.226

Gipuzkoa 2 24 6654348.22 7347474.4 2710.62 11598.56  0.233

CAE 7 57 37984516.77 37984516.77 6163.16 2771115 0.222
ESTIMACION DE SECTORES A84 POR TH 14
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Estimadores compuestos

El estimador compuesto se construye para compensar el sesgo del estimador indirecto,
frente a la inestabilidad de los estimadores directos:

A

= ¢ydj 7’:ivdj,D + (1 - ¢dj )fvd]-,l

A A

0< <1T
donde ¢df , 7P es un estimador directo y ¥-I" a5 un estimador indirecto.

El error cuadratico medio de un estimador compuesto puede expresarse como:

MSE( ¥, C)_¢d MSE(TW, D)+(1 ¢yd 1) MSE( vd; [)

+2¢, (1=¢, )E(T,, » =T,y XL,y s =T,

J

" L MSE( v, <)
Una forma de escoger el peso "“/ es minimizar , aungue en este

trabajo Unicamente mostraremos los pesos utilizados en Eustat hasta el momento.

Dos de los estimadores compuestos que se han aplicado a la Encuesta Industrial de la
Comunidad Autdbnoma de Euskadi han sido los siguientes:

yd Xe) ¢yd, yd; ,HT +(1- ¢d ) yd SYN

yd ,C, ¢yd vd ; ,GregDif +(1 ¢d ) yd;,SYN

. d.: Ly .
donde en ambos casos, se ha utilizado /. Los errores cuadraticos medios
son en este caso los siguientes:

MSE( vd; C):¢d MSE( vd; HT)+(1 ¢)d I)ZMSE( yd; SYN)
MSE( »d ;,Cy )_¢d MSE( yd; Gregsz)+(1 ¢d 1) MSE( vd; SYN)

Los resultados obtenidos se representan en las Tablas 4 y 5.

ESTIMACION DE SECTORES A84 POR TH 15
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Tabla 4. Estimaciones obtenidas con el estimador compuesto 1 para los
establecimientos con menos de 20 empleados del sector 9.- Minerales no

metalicos.
Dominio ny Nd/ MSA”E(YA“W,/,CI) RMSA'E(YA”}/,&,/,CI) fyd/-,Cl cv
Araba 2 9 1212751.6 1101.25 4582.34 0.240
Bizkaia 3 24 5600937.6 2366.63 11701.89 0.20
Gipuzkoa 2 24 6194872.1 2488.95 11743.01 0.212
C.A.Euskadi 7 57 29742953.0 5453.71 28007.03 0.195

Tabla 5. Estimaciones obtenidas con el estimador compuesto 2.

Dominio n, N, MLSA’E(fvd_,Cz) RMSA'E(YA"’M_,CZ) f"yd_,cz cv
Araba 2 9 686743.69 828.7 4468.67 0.185
Bizkaia 3 24 5600937.6 2366.63 12913.14 0.183
Gipuzkoa 2 24 6176219.0 2485.2 11184.53 0.222
CAE 7 57 29800899.0 5459.02 2771115 0.197
Conclusiones

Analizando los resultados obtenidos se ve clara la necesidad de utilizar
informacién auxiliar (empleo) para la estimacion del VABcf para sectores A84 por
Territorio Historico. Los mejores resultados se obtienen con los estimadores
compuestos y actualmente se esta trabajando en esta linea (busqueda de nuevos
estimadores, calculo de los errores cuadraticos medios asociados, etc.).
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Estimacion de areas pequenas

Las técnicas de Las técnicas de estimacidén en areas pequefias son necesarias
cuando el tamafio muestral es insuficiente y hace imposible el uso de otro tipo de
estimadores debido al tamafio de los errores asociados a las estimaciones.

Utilizaremos como ilustracién los resultados obtenidos para el sector 49° de la
clasificacion A84, el sector de Fabricacion de muebles. Se ha escogido este sector
por considerar a priori que se trata de un sector muy heterogéneo en la C.A. de
Euskadi. Modelos capaces de capturar adecuadamente esta heterogeneidad
seran, con bastante seguridad, apropiados para capturar la variabilidad en
sectores mas homogéneos.

Tabla 6. Informacién poblacional y muestral de establecimientos con menos
de 20 empleados del sector 49.- Fabricacion de muebles.

Comarca Tamaiio poblacional Tamaifio muestral
Arabako Lautada 110 10
Gorbeia Inguruak 3 0
Arabako Ibarrak 1 0
Arabako 2 0
Mendialdea

Errioxa Arabarra 5 1
Kantauri Arabarra 17 0
ARABA 138 11
Bilbo Handia 424 17
Plentzia-Mungia 12 0
Gernika-Bermeo 13 0
Markina-Ondarroa 10 0
Durangaldea 47 0
Arrati-Nerbioi 5 0
Enkartazioak 60 0
BIZKAIA 571 17
Donostialdea 171 5
Urola Kostaldea 111 2
Deba Beherea 8 0
Bidasoa Beherea 41 10
Tolosaldea 17 2
Goierri 21 0
Deba Garaia 14 1
GIPUZKOA 383 20

2y . . .
Unicamente para los establecimientos con menos de 20 empleados, dado que para estratos superiores la
informacion es censal.
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Como se observa en la Tabla 6 la informacién muestral es ciertamente insuficiente
en muchas de las comarcas de la Comunidad Autdbnoma de Euskadi, por lo que
tanto los estimadores directos como los asistidos por modelos no son validos,
dado que incluso cuando la estimacion es posible ésta sera muy erratica.

En lo que sigue, utilizaremos un modelo explicito capaz de capturar y utilizar
informaciéon que de otra forma queda diluida. En particular, presentaremos un
modelo lineal mixto, es decir, un modelo lineal con efectos aleatorios que explica
la variabilidad entre areas que no ha podido explicarse con las variables auxiliares
(empleo) del modelo. Se trata de un primer modelo que, tras un analisis
exploratorio previo, se ha aplicado a la Encuesta Industrial de la C.A. de Euskadi.

La linea de investigacion sigue abierta y se esta actualmente trabajando con otro
tipo de modelos. Es importante notar que cualquier resultado derivado de la
aplicacion de modelos en la estimacion depende directamente de la bondad de
dicho modelo. Es completamente imprescindible realizar estudios preliminares
sobre la eleccidon de variables auxiliares y de la forma funcional del modelo. De
igual forma, hay que tener mucho cuidado con los supuestos realizados sobre las
distribuciones de las variables aleatorias.

Modelo lineal general en areas pequenas

Debido a que el enfoque estadistico en la estimacion en areas pequenas basadas
en modelos es radicalmente distinto al utilizado en la estadistica basada en el
diseno muestral (asistido por modelos o no), introduciremos el modelo lineal
general con bastante detalle.

La poblacién de estudio (el dominio puede ser un area pequefia o no) esta
compuesta por N elementos donde cada elemento tiene asociado un valor de una

.
variable de interés ¥ (en nuestro caso tenemos N establecimientos y cada uno
de ellos lleva asociado su Valor Ahadido Bruto a coste de factores).

— \
El vector poblacional3 Y= dy) es tratado como una realizacién particular

_ |
del vector aleatorio Y=,...Yy)

de ¥ ’s,

. El objetivo es estimar una combinacién lineal

\ - \
7Y donde 7= ?) es un vector de IV constantes. Por ejemplo, con

— \ \
esta notacion, si definimos y=(L..D , 7Y es el total poblacional y si en cambio

7= ()

geres |
definimos N N entonces 7V es la media poblacional.

Seleccionamos de la poblacion una muestra § de ” unidades. Al resto de
unidades (no muestreadas) las denotamos por 7, cuyo tamafio es obviamente

N-n_gjn pérdida de generalidad, reordenamos los elementos de la poblacion
Y de modo que los " primeros elementos sean las muestrales, es decir,

? La notacién adoptada no diferencia entre escalares y vectores.
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— (v 4
V= (ys’y"). De igual forma, dividimos el vector 7 en partes correspondientes a

)

— (v 4
la muestra y a la parte no muestreada, y=0r, .

ly, — a5l [l
El objetivo es pues estimar yY=7rsJs +7”yr, que es una realizacién de la

ly _ .yl [yl
variableyY_ySYS_”/"Yf.

Estudiamos el problema de prediccion bajo el modelo lineal general M.

EM (Y) :Xﬂ,
Var,,(Y)=V
donde:

Xﬁ‘ VYY V?V
X=|" L v=| s
XV Vrs Vrr
nxp X (N-m)xp V. n*n

siendo” ¢ de dimension s de dimension s de

I/sr de (N_n) *(N—n), Vrs de n *(N_n) y Vrs = Vsr . ASUmimOS que Vss es
definida positiva. Se supone en lo que sigue que se dispone de los valores de las
variables auxiliares para todos los elementos de la poblacion.

A

Definicién. El estimador ¢ es insesgado, o insesgado bajo la prediccién, para 0

bajo el modelo M si E,(0-0)=0

Definicion. La varianza del error, varianza de la prediccion o error cuadratico
A n B
medio, de 0 bajo el modelo M es £, (0-0) )

El teorema general de la prediccion proporciona el predictor BLUE (mejor predictor

lineal insesgado) de 0 bajo el modelo lineal general M que minimiza la varianza
del error:

O =7 Y, +7, (X, B+V, VX, - X ),

N _ | 7/-1 -1 v | 17-1
donde ﬂ_(XSVSS Xs) XXVSS YS es el estimador de minimos cuadrados

generalizados.

La varianza del error de 6"1”, es decir, el Error Cuadratico Medio viene dado por:
VarM (eopt - 0) = ]/l (Vrr - Vrs Vslesr )]/r
P (X, =V VX)X VIX ) (X, =V VX)),

Corolario. Bajo el modelo M, si V,=0 entonces:
O, =7, +7, X,

y la varianza del error es:

var, (6, —O) =y (V,, + X, (XV,'X )" X))y,

s 8S
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Aplicacion al sector 49.- Fabricacion de muebles

Suponemos el siguiente modelo a nivel de unidad para el Valor Afadido Bruto a
coste de factores del establecimiento J de la comarca d:

Vi = By +ﬂ1xdj TV, = By +ﬂ1xdj tu, tey

d=1,..,D

' =1,.,N N . .
caso), J =52 Na gonde Ve es el numero de elementos poblacionales en el

donde donde D es el nimero de areas (20 comarcas en nuestro
area d, Y es el Valor Afiadido Bruto a coste de factores, * es el empleo, By y
B son parametros desconocidos, ~ ¢ es el efecto aleatorio de la comarca d y

e, . . j
4 es un error aleatorio especifico del elemento J de la comarca d . Se supone,
.. 2 .s 2
. u, ~iidN(0,o e, ~iidN(0,0 u e,
ademas, que ¢ ©, “), d 0,0.) y que "¢ y ¥ son

independientes, por lo que la estructura de covarianza de los términos aleatorios

es:
E(vd].qu zauz+af sid=p,j=q
=0 sid=p,j#q

= sid#p

Esta matriz de varianzas y covarianzas es desconocida, por lo que el estimador
BLU no se puede aplicar directamente. Habra que utilizar un estimador empirico
EBLUP (“Empirical Best Linear Unbiased Predictor’) que unicamente lo
derivaremos para el modelo que estamos utilizando.

Existen en la literatura diferentes procedimientos para estimar los componentes de
. o’ o’ . . o
varianza ~* y ~¢: el método de los momentos, el método de maxima
verosimilitud y el método de maxima verosimilitud restringida. Describimos
brevemente el primero de ellos (en el caso que nos ocupa los las estimaciones

obtenidas son similares utilizando cualquiera de los tres métodos).

2 2
. ., . o o ; ;
La estimacién de los componentes de varianza ~* y ¢ se realiza mediante el

método de ajuste de constantes:

1 t ng é
) A2 : . .y .
e O, =—zz<€dj ,donde "% son los residuos de la regresion lineal
n—t-p+1553
o -y X, —X
ordinaria de 24 ~ Y4 sobre Y4 T Y4
to g 0
52 = ma 52 —(n—p)62 0| donde ' | iduos de |
O, =max - vy —(n—=p)o, | onde son los residuos de la
d=1 j=1

T S ; X . Y
regresion lineal ordinaria de Vi sobre 4 y la variable “4 que toma el valor 1
*
. . . \
para el area d y 0 para el resto de areas y ' es la traza de la matriz MZZ"

_ \ -1y
donde M es la matriz de proyeccién idempotente (I - X(X'X)" X))
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El estimador BLU de los efectos fijos de la regresiéon y su matriz de varianzas y
covarianzas vienen dados por:

A=xv'x)"'xvy
cov(B) = (X'V ' x)™

La variable Va mide la incertidumbre en la modelizacién del predictor, que

satisface:
. cov(u,,v,) O
- A — - A2
var(v n o
( d.) O_uZ +7e
n,

X

Dado que la media poblacional ~“?) es conocida, se puede demostrar que el
predictor EBLUP de la media (el del total se obtiene trivialmente, multiplicando la
media por el numero de elementos en el dominio) viene dado por:

Vi = J_Cd(p)ﬂ + (Vg =X, PVa=TaVa + (pr) ~7VaX, )P
El calculo de errores cuadraticos medios en este caso complicado. Existen diferentes
propuestas en la literatura, partiendo la mayoria de supuestos de normalidad. Se ha

calculado, para este caso, la estimacion del error cuadratico medio propuesto por
Prasad y Rao:

MS’E(J%) = gld(6_2)+g2d(6-2)+2g3d(6-2)9
donde:

gld(&z) = (1_7/41)0-3’
824 (6'2) = ()_Cd(p) —VaX4 )‘ (XlV?lX)il ()_Ci(p) —7:%),
2
2,67 =7 (0} + 297 h(a?),
n,
h(c?)=o!var(G)+o! var(Gl)—20 0. cov(G 5. ),
y bajo el supuesto de normalidad de Ua y e"’f,
var(G')=2(n—-t-k) o,
var(G.) =2n. (n—t—k)'(t-1)(n-k-Do'o. +n.o.,
cov(6262) =—(t-Dn.'vr(G)),
n. =tr(MZZ') y n.. =tr(MZZ")?*,
M=1-XX'X)"X,
y Z es la matriz de disefio de los efectos aleatorios.
Las estimaciones obtenidas con el correspondiente coeficiente de variacion

(medido en términos de la raiz del error cuadratico medio) se recogen en la Tabla
7.
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Tabla 7. Estimacion del VABcf de los establecimientos de menos de 20
empleados del sector 49 (Fabricacion de muebles) por comarcas.

Comarca Tamafo Tamano |Estimacion | RMSE cv
poblacional | muestral

Arabako Lautada | 110 10 9327 1721.3 0.18
Gorbeia Inguruak |3 0 120 149.3 0.83
Arabako |barrak 1 0 175 49.6 0.27
Arabako 2 0 226 99.1 0.39
Mendialdea

Errioxa Arabarra 5 1 234 192.4 0.64
Kantauri Arabarra |17 0 1733 842.7 0.42
Bilbo Handia 424 17 26114 5117.8 0.19
Plentzia-Mungia 12 0 419 597.4 0.90
Gernika-Bermeo 13 0 1438 644.3 0.39
Markina-Ondarroa |10 0 943 495.8 0.45
Durangaldea 47 0 3656 2332.1 0.52
Arrati-Nerbioi 5 0 440 248.0 0.47
Enkartazioak 60 0 6248 2974 1 0.41
Donostialdea 171 5 9234 3748.0 0.36
Urola Kostaldea 111 2 29980 3516.9 0.11
Deba Beherea 8 0 841 396.5 0.41
Bidasoa Beherea |41 10 4881 641.1 0.13
Tolosaldea 17 2 1449 530.7 0.35
Goierri 21 0 1779 1041.6 0.49
Deba Garaia 14 1 1232 535.7 0.40
Conclusiones

Los errores cuadraticos medios obtenidos en las estimaciones por comarca son en
algunos casos elevados®. Esto implica que hay que dirigir esfuerzos a la busqueda
y especificacion de modelos que capturen mejor la variabilidad de los
establecimientos y las diferentes comarcas. Eustat est4 trabajando actualmente en
este sentido.

* Recordar que no es publican estimaciones por comarcas y estratos de empleo, y que Gmicamente un 23%
del VABcf de la industria es generado por los establecimientos con menos de 20 empleados.
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