e
=
e

e

@i&\w

33

i




NAZIOARTEKO ESTATISTIKA 1 983 SEMINARIO INTERNACIONAL
MINTEGIA EUSKADIN DE ESTADISTICA EN EUSKAD!

INFERENTZIA ESTATISTIKO LINEALA
INFERENCIA EST;\DISTICA LINEAL

~ INFERENCE STAT;STIQUE LINEAIRE
LINEAL STATIST;CAL INFERENCE

C.R. RAO

CUADERNO 1 KOADERNOA

‘4% GOBIERNO VASCO

EUSKO JAURLARITZA $24%
% Direccion de Estadistica

Estatistika Zuzendaritza 3§}




Zuzendaritza/Direccion: J. Perez Vilaplana
Lankidetza/Colaboracion: Angeles Iztueta Azkue

® Eusko Jaurlaritza - Gobierno Vasco

Depésito Legal: S.S. 81-85

ISBN: 84-7542-127-10. Obra Completa.

ISBN: 84-7542-167-9

Impreso en Itxaropena, S.A. - Errikobarra kalea, 2 - Zarautz.



AURKEZPENA

Estatistikako Mintegi Internazionalak sustatzean, hainbat xederekin bete nahi luke Eusko Jaurlari-
tzaren Estatistika Zuzendaritzak, hala nola:

— Unibertsitatearekiko eta, bereziki, Estatistika Sailarekiko lankidetza bultzatu.

— Funtzionari, irakasle, ikasle eta estatistikaren alorrean interesaturik leudekeen guztien birziklapen

profesionala erraztu.

— Estatistikako alorrean eta mundu-mailan irakasle prestu eta abangoardiako ikerlari diren pertso-
naiak Euskadira ekarri, guzti horrek zuzeneko harremanei eta esperientzien ezagupenei dago-
kienez soposatzen duen ondorio positiboarekin.

Iharduketa osagarri bezala eta interesaturik leudekeen ahalik eta pertsona eta Erakunde gehienetara
iristearren, lkastaro hauetako txostenak argitaratzea erabaki da, beti ere txostenemailearen jatorrizko
hizkuntza errespetatuz, horrela gure Herrian gai honi buruzko ezagutza zabaltzen laguntzeko
asmoarekin.

PRESENTACION

Al promover los Seminarios Internacionales de Estadistica, la Direccién de Estadistica del Gobierno
Vasco pretende cubrir varios objetivos:

— Fomentar la colaboracién con la Universidad y en especial con los Departamentos de Estadistica.

— Facilitar el reciclaje profesional de funcionarios, profesores, alumnos y cuantos puedan estar inte-
resados en el campo estadistico.

— Traer a Euskadi a ilustres profesores e investigadores de vanguardia en materia estadistica, a nivel
mundial, con el consiguiente efecto positivo en cuanto a relacion directa y conocimiento de expe-
riencias.

Como actuacioén complementaria y para llegar al mayor numero posible de personas e Instituciones
interesadas, se ha decidido publicar las ponencias de estos Cursos, respetando en todo caso la lengua
original del ponente, para contribuir asi a acrecentar el conocimiento sobre esta materia en nuestro
Pais.



PRESENTATION

La Direction de Statistique du Gouvernement Basque se propose d'atteindre plusieurs objectifs par

la promotion des Séminaires Internationaux de Statistique:

— Encourager la collaboration avec l'université et spécialment avec les départements de statistique.

— Faciliter le recyclage professionnel des fonctionnaires, professeurs, éléves, et tous ceux qui pour-
raient etre intéressés par la statistique.

— Inviter en Euskadi des professeurs mondialement renommeés et des chercheurs de premier ordre en
matiere de Statistique avec tout ce que cela pourrait entrainer comme avantage dans les rappots et
I'’échange d'expériences.

En outre, il a été décidé de publier les exposés de ces rencontres afin d'atteindre le plus grand nom-

bre de personnes et d'institutions intéressées, et pour contribuer ainsi a développer dans notre pays les
connaissances sur cette matiére. Dans chaque cas la langue d'origine du conférencier sera respectée.

PRESENTATION

In promoting the International Seminars on Statistics, the Statistics Office of the Basque Goverment
is attempting to achieve a number of objectives:

— Encourage joint working with the Basque University and, in particular, with its Department of Sta-

tistics.

— Facilitate the in-training of civil servants, teachers and students and of all those interested in the
field of statistics.

— Bring to Euskadi distinguished academics and researchers in the front line of statistics work, at a
wolrd-wide level, with all the benefits that this will bring through direct contacts and the inter-
change of experiences and ideas.

As an additional step this year, it has been decided to publish in advance the papers to be presented
at these courses, respecting the native language of the speaker, in each case. This is in order that as
many interested people and institutions as possible are made aware. In this way we hope to contribute
to the growth and awareness concerning this topic in our country.

Vitoria-Gazteiz, Diciembre 1984 Abendua

JOSE IGNACIO GARCIA RAMOS
Estatistikako Zuzendaria
Director de Estadistica



SARRERA

Liburu honek, Eusko Jaurlaritzaren Estatistika-Zuzendaritzak eta Euskal Herriko Unibertsitatearen, Matematika
Aplikatuko Departamentuak antolaturik, C.R. RAOk Euskadiko Estatistikako I. Nazioarteko Mintegiaren barruan
“Lineal Statistical Inference” gaiari buruz eman duen ikastaroa laburbiltzen du. I. Mintegi honek kontatzen du baita
Txileko Santiagoko Unibertsitateko E. CANSADO Jaunaren partaidetzarekin ere, “Muestreo y Aplicaciones” gaiari
buruzko ikastaro batekin, Sheffiel-eko Unibertsitateko V. BARNETT Jaunaren partaidetzarekin, " Statistical Educa-
tion” gaiari buruzko ikastaroarekin, eta orobat Pariseko CREDOCeko P. CLAPIER Jaunaren partaidetzarekin, “Ana-
lyse des Données” gaiari buruzko ikastaroarekin.

INTRODUCCION

Este cuaderno resume el curso que sobre “Lineal Statistical Inference” ha impartido C.R. RAO dentro del I Semi-
nario Internacional de Estadistica en Euskadi, organizado por la Direccién de Estadistica del Gobierno Vasco y el
Departamento de Matematica Aplicada de la Universidad del Pais Vasco. Este I Seminario cuenta con la participa-
cién de E. CANSADO de la Universidad de Santiago de Chile con un curso sobre “Muestreo y Aplicaciones”, V. BAR-
NETT de la Universidad de Sheffiel con un curso sobre “Statistical Education” y P. CLAPIER de CREDOC Paris con
un curso sobre “Analyse des Données”.

INTRODUCTION

Ce cahier résume le cours que C.R. RAO a donné sur “Lineal Statistical Inference" dans le cadre du I Séminaire
International de Statistique d’Euskadi, organisé par le Conseil de Statistique du Gouvernement Basque et par le
Département de Mathématique Appliquée de I'Université du Pays Basque. Ce I Séminaire compte avec la participa-
tion de E. CANSADO de I'Université de Santiago de Chile avec un cours sur “Muestreo y Aplicaciones” ainsi que
celle de V. BARNETT de I'Université de Shefield avec un cours sur “Statistical Education” et de P. CLAPIER du CRE-
DOC (Paris) avec un cours sur “Analyse des Données”.

INTRODUCTION

This paper summarises the lecture given by R. RAO on “Lineal Statistical Inference" during the I International
Statistics Seminar in Euskadi, organised bay the Statistics Office of the Baque Government and by the Department
of Applied Mathematics of the University of the Basque Country this I Seminar included the participation of E. CAN-
SADO of the University of Santiago in Chile with his lecture on “Muestreo y Aplicaciones”, “Statistical Education”
and off P. CLAPIER from CREDOC in Paris with a lecture on “Analyse des Données".



BIOGRAFIA

C.R. Rao, gaur egun, USAko Pittsburgh-eko Unibertsitatean irakasle dugu, eta irakasle baita Indiako Jawharlal
Nehru Estatistikako Institutuan ere. Honoris Causa Doktore da honako univertsitate hauetatik: SESBeko Leningra-
dotik, Indiako Andhra, Deli eta Osmamiakoetatik, Greziako Atenaskotik, USAko Ohioko Columbus-ekotik, Peruko
San Markos Nazionaletik, Filipinetakotik eta Venezuelako Zentraletik.

Bilboko Estatistikako Erret Elkarteko Chorezko Partaidea da, bestalde; USAko Nazioarteko Institutuko eta Arte
eta Zientzien Amerikar Akademiako Ohorezko Bazkidea; B.H.ko Erret Elkarteko eta Indiako Zientzien Akademiako
bazkidea, USAko Estatistika Matematikoko Institutuko, USAko Estatistikako Amerikar Elkarteko eta Ekonome-
triako Nazioarteko Elkarteko partaidea. Beste aldizkariren artean honakoen Argitalpen-Kontseiluko kidea dugu:
Sankhya, Journal of Multivariate Analysis, Communications in Statistics eta Theory and Decision aldizkarietakoa
alegia. 250 artikuluren egile dugu ikerketa estatistikoari buruz eta hainbat libururen autore, horien artean “Linear
Statistical/Inference and its Applications” liburua azpimarratu beharko litzatekeelarik, errusiera, alemaniera, japo-
niera, txekiera, eta polskerara itzulia bera, eta estatistikako literaturan obrarik aipatuenetariko bat inongo ezpairik
gabe.

BIOGRAFIA

C.R. RAO es actualmente profesor de la universidad de Pittsburgh (USA) y profesor Jawaharlal Nehru del Insti-
tuto Indio de Estadistica. Es doctor Honoris Causa por las universidades de Leningrado (URSS), Andhra, Delhi y
Osmania (India), Atenas (Grecia), Ohio en Columbus (USA), Nacional de San Marcos (Peni), Filipinas y Central de
Venezuela.

Es Honorary Fellow de la Real Sociedad de Estadistica (U.K.). Miembro de Honor del Instituto Internacional de
Estadistica y de la Academia Americana de Artes y Ciencias (USA). Es miembro de la Real Sociedad (U.K.) de la Aca-
demia de Ciencias de la India, Fellow de Estadistica Matematica (USA), de la Asociacién Americana de Estadistica
(USA) y de la Sociedad Internacional de Econometria. Ha sido Presidente del Instituto Internacional de Estadistica,
del Instituto de Estadistica Matematica (USA), de la Sociedad Internacional de Biometria y de la Sociedad Interna-
cional de Econometria. Es miembro del Consejo Editorial de Sankhya, Journal of Multivariate Analysis, Communica-
tions in Statistics y Theory and Decision, entre otras revistas. Es autor de mds de 250 articulos de investigacién
estadistica y divesos libros, entre los que destaca “Linear Sttistical Inference and its Applications” traducido al
ruso, aleman, japonés, Checoslovaco y polaco, una de las obras mds citadas en la literatura estadistica.



BIOGRAPHIE

C.R. RAO est a I'heure actuelle professeur a l'université de Pittsburhg (USA) et professeur Jawharlal Nerhu de
I'Institut Indien de Statistique. Il est Docteur Honoris Causa par les Universités de Leningrad (URSS), Andhra, Delhi,
et Osmanie (Inde), Athénes (Gréce), Ohio & Columbus (USA), Nacional de San Marcos (Perou), Philippines et Central
du Vénézuéla.

Il est Honorary Fellow de la Société Royale de Statistique (UK), Membre d'honneur de I'Institut International de
Statistique et de 1'’Académie Américaine d’Arts et de Sciences (USA). Il est membre de la Société Royale (UK), de
I'’Academie de Sciences de 1'Inde. Fellow de l'Institut de Statistique Mathématique (USA), de 1'Association Améri-
caine de Statistique (USA) et de la Société Internationale d’Economeétrie. Il est membre du Conseil Editeur de Sank-
hya, Journal of Multivariate Analysis, Communications in Statistics et Theory and Decision parmi d'autres revues.
1l es 'auteur de plus de 250 articles de recherche statistique et de plusieurs livres parmi lesquels nous pouvons citer
“Lineal Statistical Inference and its Applications” traduit au russe, allemand, japonais, tchéque et polonais. Il s'agit
1a de I'un des ouvrages les plus cités dans la littérature statistique.

BIOGRAPHY

C.R. RAO is, at present, a professor at the University of Pittsburhg and Jawaharlal Neheru Profesor of the Indian
Institute of Statistics. Honorary Doctor of the Universities of Leningrad (USSR), Andhra, Delhi and Osmania (India)
and Athens (Greece), of Columbus University, Ohio (USA), San Marcos University (Peni) and of the Central Univer-
sity (Venezuela).

Honorary Fellow of the Royal Society of Statistics (UK). Honorary Member of the International Institute of Statis-
tics and of the American Academy of Arts and Sciences. Member of the Royal Society (UK), of the Academy of Scien- '
ces of India. Fellow off the Institute of Mathematical Statistics (USA) and of the International Society of Econome-
trics & os the American Association of Statistics. He has been President of the International Institute of Statistics,
of the Institute of Mathematical Statistics (USA), of the International Society of Biometry and of the International
Econometrics Society. Member of the Editorial Council of Sankhya, Journal of Multivariate Analysis, Communica-
tions in Statistics and Theory and Decision amongst other magazines. Author of more than 250 statistical research
articles and several books amongst which “Linear Statistical Inference and its Applications” stands out and which
has been translated into Russian, German, Japanese, Checoslovak and Polish and which is one of the most quoted
sources in statistics work.
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INFERENTZIA ESTATISTIKO LINEALA

C.R.RAO
Université de Pittsburhg
U.S.A.

LABURPENA

ESTATISTIKARIAK, ESTATISTIKAK ETA POLITIKA PUBLIKOA

Estatistikarien erantzunkizunak ez dira datu eguneratu eta zehatzak emateanekin bakarnik bukatzen. Da-
tuen analisian eta interpretazioan ere parte hartu behar dute. Datu-analisiak, atzeraelikadura ere permiti
Ztzen du, datuok hobetzeko eta etonkizuneko premiak asetzeko.

Estatistikarnien eta Zientzia Sozialetako profesionanien artean Lankidetza handiagoa behar da, eta hau/
Lorn daiteke Unibentsitateetan ematen diren ikastanoen elhartruke egokiak eginez eta baita ere estatistika-
nien eta zientzi sozialetako profesionarien artean behar den etharreragina Lontzeko gobernuko departamen-/
tuen fendehartze-politikaren bitartez.

Indikatzaile sozialel eta garapen-indizeei eman zaien garantziarekin bide berrniak ireki dira estatis-
tika ofizialetan, erantzunkizunik astunenak gobernuko estatistikharnien gain geratuz.

Estatistikaren ezagutza baliabide nazionala da, eta honrela ustiatu behar da, osono eta efikazki.

Estatistika onak ezin daitezke estatistikari onen ondezho izan eta era berean, estatistikani onek ere/
ez dituzte estatistika onak ondezkatzen. Biak dina beharrezko. Baina honekin ez dugu aski, estatistikariek
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politikariekin batenra fLan egin beharn dute erabakiak hartzerakoan, babdin eta hernialdeak duen ezagutza
estatistikoani ahalik eta onurarik handiena atera nahi badio behintzat.

Estatistika, ezagutzarako eta aunrerabiderako sarrera da, henrialde bateh bene sistema estatisti-/
koaren efizientziarehiko dependentzia bizia du.

BANAKETA BINOMIAL HAZTATUAREN ADIBIDE NATURAL BAT

Estatistika aplikatuez klasean ematen den adibide praktibo bat deskribatuko da, estatistika ikas-/
ten hasten arni diren {kasfeengan eragin {zuganiia izaten duena. Asmaketa-metodoei bunuzko Fisher-en //
(1.934) dokumentu aipaganrni batean oinaviitzen da.

EREDU LINEALAREN TNFERENTZIA EZARRITAKO EFEKTUEKIN - (ORAINTSUKO EMAITZAK ETA ARAZO ZENBAIT)

BLUEnen eredu Linealen teonia bateratua ematen da, errone-terminoen matrize diseinatua eta disper-
t8i0-matrizea, biak heinean defizienteak izan daitezkeenckoa. Enedu Lineafen zenbatespen eta aurreda-/
te-anazo aldiberekoak, khuadratiko galeradunen funtzio konposatu baten menpean kontsideratzen dira. Ka-
tezko ernegresioanen kalkulfu jeneralizatua proposdatzen da. Diseinuaren espezifikazio desegokitarako, /
dispertsio-matrizetarako eta nonmaltasunetiko desbidazioetarako esangura-testak duten indarra azten- /
tzen da. Nahikotasun Linealanen eta gutxienezho nahikotasun Linealaren hontzeptuk sartzen dina eta ///
BLUEnen kfasea gutxienezko nahiko Lineala dela erakusten da. Etonkizuneko behaketah aurresateko eredua
hautatzeko metodoak idanrokitzen dira. Azkenik, Bayes-en zenbatespen empirnikoen zenbait propietate az-/
Zentzen dina.

ERREGRESTOART ETA AURRESANARI BURLZKO ZENBAIT GOGOETA

Ernegresio-teknikaren aplikazio batzuk eta beronehin Lotutako tranpa ahalgarriak aztertzen ditu //
Lan honek.

Enregresio-metodoak disgregazio-probleman okerreko emaitzetara eraman dezakeelfa demostratzeko adi
bideak ematen dira.

Multikolinealtasuna definitzerakoan, aldagai esplikatzaileen interes-eremu duen awvresate-doitasu-
nand egin zalo erreferentzia, eta ez aldagai hauen anteko interdependentzia handiari.

Aldagal esplikatzailfeen bektornearen norabide batzutako aurresate-doitasuna oéo ona izan daiteke //
nahiz eta aldagaien arteko hoerlazioa oso handia Lizan.

Multikolinealtasunaren efektuak xehetasunez estudiatu dina, abdagal esplikatzaifeek behaketa-erro-
neak izan ditzaketen kasua ere kontuan izanik. Enregresio-funtzioaren zenbatespena hontsideratua izan/

da aldagai esplikatzaileek eta menpekoek  eaitwwa faktoriala dutenean.

Bukatzeko, aldagai esplibatzaile ezezagun baten zenbatespena egiteko alderantzizko erregresioa zu-
zeneho erregresdioa baino baliagarriagoa den egoera bat deshribatzen da.
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INFERENTZIA ESTATISTIKO LINEALA

C.R.RAO

Université de Pittsburgh

U.S.A.

STATISTICS, STATISTICIANS AND PUBLIC POLICY MAKING

I. STATISTICS

There cannot be a good plan for economic progress with-
out adequate data and there cannot be adequate data /
without a good plan fon collecting them. P.C. Mahalano-
bis.

Any discussion on official statistics begins with
an account of their defects in terms of gaps, economy,
accuracy, presentation, priority phasing, personnel, in
terdepartmental coordination, etc., and ends with /
suggestions and hopes for improvements. Commissions /
have been appointed and committees are constituted, /
from time to time, to go into the problems of official
statistics and make recommendations for improvement. /
There are, however, some inherent limitations in the de
velopment of efficient statistical systems. Some of the
requirements like timeliness and economy conflict with
demand for accuracy and more detailed information. The
resources, expertise and personnel needed at any time
to maintain a comprehensive statistical system to plan
for the growing demand for information are often under-

stimated by the governments. Naturally, various types
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of defects continue to exist in some form or other despite
continuous efforts being made to remedy them.However, the
present day official statistics in any country are ina /
much better shape than what they used to be. This is main-
ly due to the growing demand for statistics in formulating
national plans for socio-economic development, which every
developing country is trying to do to acchieve quick im---
provemeﬁts in the quality of life of the people.

Planning involves assesing the present against the /
background and experience of the past and setting goals
for the future. Past trends in economy have to be examined
and current inputs necessary to achieve future specified
targets have to be determined. A1l these processes require
the use of statistics in its dual aspects, viz., data

methodology. In fact, development of statistics is a prere

and

quisite for the formulation of meaningful socio-economic /
plans. The demand for statistics may increase in the futu-
re when planning done at the national level now is exten--
ded to regional and subregional levels. All these require
the formulation of a broad plan for a coordinated national



statistical system, and the creation of a special cell in
the national statistical office with a group of experts /
charged with the following responsabilities:

- To periodically review and suggest improvements /
in the existing methods of collection and compila
tion of data in the traditional areas like agri--

says, /

There {8 a built-in tendency in economic  4eries

o deterionate unless enough care - and - mainte-

nance work 4is done.

culture and industry. As Claus Moser

- To assess the data requirements for solving new /
problems which continually arise in making policy
decisions.

- To plan for collection of data through special /
censuses and sample surveys in areas where it is
not possible to acquire information through nor--
mal administrative channels.

- To lay down priorities in the compilation and pu-
blication of data.

- To organize (2) periodically seminars and /
meetings with the participation of government /
statisticians and outside specialists to discuss
data improvements and to assess the future data /
needs.

- To avoid duplication and coordinate the statisti-
cal activities of the different government agen--
cies.

The last aspect, viz., coordination is extremely im--
portant specially if a country has a decentralized statis
tical system. But coordination is also a difficult task /
and there may be administrative and technical bottlenecks
which may not be easily resolved.

2. STATISTICIANS

.o, the statistical science was the peculian aspect of hu
man proghess which gave to the twentieth centuny its Ape-
cial chanacten ... it is to the statistician that the pre
sent age tund forn what is most essential in all {ts more
Ampontant activities. R. A. Fisher.

What are the functions of a statistical office and /
the responsibilities of government statisticians and the
head of a statistical office? [Is their job mainly to /
collect and complie statistics for possible use (i.e., /
statistical analysis and interpretation) by others? /
Should they also be

data and help policy makers in taking decisions?

involved in statistical analysis of
Opi----
nions differ on these issues. I refer to a paper by Subra
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) who quotes from the records of the British pe
riod in India to highlight two different opinions.

maniam

Commenting on the role of the Director of Statistics
the Indian Industrial Commission os 1918 recorded:

The Director of Statistics should be a compiling officer
only. His nefation with statistics should be menely /
arithmetical, that is, he should not comment on them.

The preparation of forecasts was a highly technical busi
ness. The existing practice whereby the Director os Sta-
Listics was nesponsible fon amending the forecasts of /
provineial officens was disapproved. Such a duty would /
mohe appropriately be perfomed by a nesponsible officer
having general experience of Indian agriculture.

On the other hand, the Imperial Statistical Conferen
ce held in London in 1920 noted:

The anithmetical wonk of a statistical officer constitu-
ted only the preparatony and Less important stage of the
work of such an office. 1s this principle be ignored, /
the mone impontant services which througt statistical /[
work 4is capable of nendering the community will be sacri
ficed.

The above contrary views held more than sixty years
ago stil) persist in spite of the emergence of statis---
tics as a separate discipline and the recognition of sta
tistics as an indispensable tool in scientific investiga
tions, specially in the social sciences, and in decision
making.

The distinction between suppliers and users of sta--
tistics is an unfortunate one. If it is the responsibili
ty of the statistician to produce useful data which are
Limely, accurate and without gaps, he must have a good
idea of the contemplated uses of data and also be perso-
nally involved in data analysis and problem solving. Use
fuiness of data cannot be thought of in absolute terms.
There is nothing like fully accurate data, (5), (6) or
data without gaps. These issues are relevant only in /
terms of their use in solving particular problems.

It is not suggested that government statistical offi
ces should be turned into research departments for produ
cing academic papers. But a statistical office should /
have the necessary expertise to do the following:

(i) To undertake research on methods of collecting
data (types of schedules to be used, agency to



be employed to collect data, built in checks,
ancillary information useful in detecting /

errors and aditing the results).

(ii) To do minimal statistical analysis which will
help in judging the adequacy of given data for
taking certain policy decisions, and assessing
the errors involved in making forecasts and /
predictions. This type of research should be
oriented to data improvement, compilation of

meaningful summary figures such as index num--

bers, input-output statistics, analysis of /
time series, short term forecasts useful to
the government for day-to-day administrative

decisions.

The functions of a statistical office should extend
beyond collection of data to its analysis which is ne--
cessary 1o hold a statistical system in place, to make /
possible most communication with decision makens  about
thein data needs, and o infornm them of cunrent statisti
cal capability.

3. PUBLIC POLICY MAKING

There 48 no denying that many policy decisions /
made by the government, which effect each one of us,
depend cwelally on thein statistical base. Strec---
ching the point further, one could argue that no /
other profession today carviies so
nesponsibifity in public affairs as do we (statisti
cians). Claus Moser.

far ranging a

How best the government statisticians contribute to
national efforts for the benefit of mankind? How can /
they help the government, specially in developing coun--
tries, in meeting new challenging tasks of removing po--

verty and ensuring a desirable rate of economic growth?

The efficiency of a government depends on the nature
of the decisions it takes. The quality of decisions in
turn depends heavily on the availability of timely and
accurate data and also, which is equally important, on
proper statistical analysis of data. Compilation of data
and statistical analysis require considerable skills for
the exercise of which the sratistician is specially /
trained. Thus a statistician has the responsibility and
an important role to play in national affairs. To argue
that a statistician has no place at the policy making ta
ble and that he is merely a purveyor of pure facs is to
ignore the whole body of the specialized branch of know-

ledge known as statistical methodology by which optimal
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decisions are arrived at from given data and constraints
to achieve desired goals.

Many countries have adequate facilities for training
statisticians at various levels, and also well developed
statistical
data routinely collected in administration, as well as /

national statistical systems in relation to

in relation to special data collected through censuses
and sample surveys. However, in spite of so much statis-
tical expertise and competence, and so much statistical
data becoming available, I must confess to a feeling of
dissatisfaction that the statistical science and the pro
fession are not giving their due in achieving and promo-
ting a better quantitative understanding of the socio-
economic problems and in suggesting and putting forward

feasible solutions of the same. The reason for this /
serious failure must be traced to lack of interaction
between different groups of experts who seem to be /

working independently of each other. We have the profes-
sional statisticians who collect data without being /
aware of their uses, the academic statisticians who deve
lop statistical theory for data analysis without relevan
ce to current real problems and the social scientists /
who formulate policy decisions based on data with which
they may not be familiar, using statistical analysis /
which may not be efficient.

How can we bring these experts together, coordinate
their activities and use their specialized knowledge for
achieving the best possible results? I am aware that /
this can be only a gradual process. I suggest that /
efforts should be made in several directions:

- The statistical departments in the universi---
ties have remained either allied to depart----
ments of mathematics or, where they are inde--
pendent, they have tended to remain aloof from
applied areas in general and social science in
particular. In the social science departments
the faculty and student body both not only /
lack adequate mathematical training but are in
fact generally weak in mathematical and quanti
tative reasoning. Hence a wide gap exists /
between statistics and social sciences in the
universities. To close this gap, serious /
efforts should be made to reorganize the cour-
ses in statistics and the social sciences to
produce professional statisticians with bias /
towards applications and social scientists /
with a quantitative bias and competence in /
quantitative bias and competence in quantitati
ve analysis.



- Provision shouTd be made to recruit both sta--
tisticians and social scientists in statisti--
cal offices and policy making divisions of the
government to provide a proper mix of person--
nel with different skills to interact and pro-
duce best possible results.

- The possibility of inviting experts from uni--
versitues and research institutes to work in /
government statistical offices and to send /
government statisticians to teach in the uni--
versities on practical aspects of statistics /
should be explored. Such an exchange of ex----
perts would have beneficial effects in im-----
proving the efficiency and usefulness of go---

in the

production of statisticians better suited to

vernment statistical offices and also

work in statistical offices after completion

of their university education.

Public policy making is no longer a gamble with an
unpredictable chance of success or a hit and miss affair
It is now within the realm of scientific techniques, /
whereby optimal decisions can be taken on the basis of
available evidence and the results continuously monito--
red for feedback and control.

4. SOME NEW PROBLEMS

. the stakes sinvolved 4in economic and social /
policies are enomnmous, and we (statisticians) have
a good share of the nesponsibifity. Harold Wilson.

There are wide areas of social statistics which are
neglected as their importance in the context of planning
has not been fully understood. In a recent study 7 , a
comparison was made of the socio-economic profiles of /
six countries during the period 1950-1965. It was found
that presence or absence of rigidities in social struc--
ture including divisions based on ethnic differences in-
fluence the economic growth. The consideration of so---
cial factors has introduced a new dimendion to economic
planning and places heavier responsibilities on statisti
cians for evolving an integrated system of economic and
social statistics, and conducting studies on the influ--

ence of social factors on economic development.

While we have adequate economic statistics to compu-
te magnitudes like the GNP, we do not have even basic da
ta on social aspects such as income and expenditure of
households, family size, health and educational status /
of individuals, which are necessary for constructing so
cial indicators. I understand taht about two out of five
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of professional statisticians in the U.K. are now working
on social statistics. This ratio was very small five /
years ago, which indicates the high priority given to so-
cial statistics, in the U.K. in recent years. The use of
social indicators as objective functions besides the GNP
is far more important for planning in developing coun----
tries.

For a long time there has been the dominant belief /
that any type of education confers productive skills on
the educated -- the only issue to be debated used to be
whether the stream of additional returns accruing to the
educated because of the acquired skills as compared to /
the uneducated was commesurate with the costs of educa---
tion. In short, in the orthodox view, acquiring education
is like any other investment, only it is on the human /
being. Thus we have the human capital theory.

Recently, because of the observed realities, an enti-
rely new view contradictory to the human capital has emer
ged. This is the so ca11ed'30nzening Theory of education
as expounded among others by the Nobel Laureate in Econo-
mics, Kenneth J. Arrow. An extreme version of this theory
holds that education confers no skills - the productive
contribution of the individual to the society being depen
dent only on his inherent ability and not on education. /
on the other hand, those with greater ability have a /
greater chance of success in obtaining a college degree.
This being the case, the college degree serves merely as
a f4Lter or screen to separate those with potentially /
greater inherent abilities from the rest. Thus, even /
though from the society's point of view the college /
degree confers no productive advantage and any use of
resourses in providing college education is a complete /
waste, there is obviously positive gain to individuals to
acquire a college degree and thereby providing the infor-
mation to the employers that they have greater inherent
ability and thus obtain a higher wage. The advantage to
employers is also obvious - they are able to acquire em--
ployees with greater inherent abilities by hiring those
with college degrees. It is not surprising, therefore, /
that there is a substantial and increasing demand for edu
cation that governments are forced to meet. The rapid /
expansion of education, particularly higher education is
a pointer in this direction. Of course, this is an extre-
me view - some type: of education namely technical and vo
cational education obviously confers skills. But, bulk of
the expansion in our higher education took the form of /
providing a liberal arts or a general science degree and
it is quite likely that the screening theony is relevant
here.



education
confers skills or not and what types of education does /
confer useful skills. Though attempts have been made in
the past to estimate statistically the contribution of /
education to the observed differential in the

It is of great importance to know whether

earnings
of the educated as compared with the uneducated, most of
these calculations are unsatisfactory because it is by
effects of
inherent ability and that of education. Any one who can

no means simple to avoid confounding of the

develop statistical tools and techniques to isolate the
effect of education will provide a basis for rational /
educational policy for a number of developing and poor
nations.

Another problem of current interest is the estima---
tion of undernourished persons in the developing coun---
tries. The only available data for each country are in-
direct estimates of per capita food consumption (with an
unknown magnitude of error) and empirical income (expedi
ture) distributions with afl its unreliabilities. Even
if one had reliable estimates of these quantities, it is
not possible to obtain proper estimates of the under----
noursihed persons in each country without making some
assumptions on calorie intake-income elasticity, distri-
bution models and unknown variability of individual /
calorie requirements. Recent estimates of the number of
undernourished persons made by the FAQ and World Bank /
different

one or

differed considerably since they are based on
sets of assumptions. It is difficult to justify
the other of the estimates in view of the extreme inade-
quacy of the data base and the judgmental assumptions ma
de by these two organizations. I believe FAO is contem--
plating a world wide survey to collect data for asses---
sing the extent of undernourishment in the developing /
countries. Here is an interesting and extremely impor---
tant problem where the statisticians and the social /
scientists can collaborate in making a useful contribu--
tion.

5. CONCLUSIONS

In conclusion Tet me say the following:

The responsibilities of statisticians do not end with
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Jjust pruveying timely and accurate data. They must have a
deep involvement in the analysis and interpretation of da
ta. Analysis of data also enables feedback for data impro
vement and future data needs.

There should be greater interface between statisti---
cians and social scientists, which can be brought out by
suitable changes in the courses given at the universities
and in the recruitment policy of government departments /
to provide the necessary interaction between statisti----
cians and social scientists.

With emphasis on social indicators as indices of /
development new dimensions of official statistics have /
opened up placing heavier responsibilities on
statisticians.

government

Statistical knowledge is a national resource and as
such should be fully and efficiently exploited.

Good statistics is not a substitute for a good statis
tician and similarly a good statistician is not a substi-
tute for good statistics. We must have both. But this is
not sufficient. It is also neccessary that statisticians
work alongside policy makers in decision making if the /
country is to get full benefits of the available statisti
cal knowledge and skills.

In an address to the delegates of the International
Statistical Conference held in 1951, Jawaharlal Nehru, /
the then Prime Minister of India, stressed the importance
of atatistics in understanding the problems of the coun-
try and seeking for solutions. He said:

I §4ind in India, and possibly in other parts of /
the wontd oo, an attempt being made to answer ques--
tions befone framing the questions. That is an extra-
ondinary thing, of course, that everybody is answe---
ning quedtions without knowing what the questions anre
In other wonds, everybody is §infing some nemedy with
out knowing what the malady is.

Statistics is a gateway to knowledge and the progress
a country makes is vitally dependent on the efficiency of
its statistical system.
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(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

Claus Moser (1976). The role of the Central Statistical Office
in assisting public policy makers. The American Statistician,/
30, 59-66.

In India, the Econometric Society holds periodical seminars on
Data Base of Indian Economy and issues proceedings of the pa--
pers presented on dataimprovements and needs together with /

recommendations for consideration by the government.

Reference may be made to the article, "A report and comments /
on improving the federal statistical syster", The American Sta
tistician, 35, 183-209 dated November 1981.

Subramantan, S. (1969), Statistical Wisdom - old or new, J. /
Roy. Statist. Soc. A, 132, 229-234.

Weirus, a German physician of the sixteenth century, a time /
when most Europe was gripped by the fear of demons and witches
calculated that exactly 7.405.926 demons inhabited the earth./
Most people believed that the figure 7.405.926 sounded " about
right " for to them demons were a reality and Weirus was a /

Tearned man.

The story is told about a man who, when asked about the age of
a certain river replied that it was 3.000.004 years old. When
asked how he could give such an accurate figure, his answer /
was that four years ago it was reported that the particular /

river was three million years old.

Report by the U. N. Research Institute for Social Development

Geneva, entitled "Levels of Living and Economic Growth",
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A NATURAL EXAMPLE OF A WEIGHTED BINOMIAL
DISTRIBUTION

1.- AN EMPIRICAL RESULT

You ask each male student in a class to write down
the number of brothers including himself and sisters he
has and raise the following question.let k be the number
of male students asked, and B and S be the total num- /
bers of brothers and sisters they have. What would be /
the approximate value of B/(B + S) , the ratio of bro-/
thers to the total number of children? The general ten-
dency is to say that B/[B + S)is close to one half or /
slightly over one half. The answer is, of course,wrong.
Surprisingly when the number of boys in the class is //
not very small you can make a fairly accurate predic- /
tion of the relative magnitudes of B and S and the
tio B/(B + S) . This may be stated in the form of an em
pirical theorem.

ra-

Empirical Theorem: Let kR boys observed in a class-/
room or in any gathering have a total number of B bro -
thers(INCLUDING THEMSELVES) and a total number of S sis
ters. Then the following predictions can be made:

(i) B is much greater than S.
(ii) B - k is approximately equal to S.
(iii) (B - R)/{B + S - k) is close to one half.

(iv) B/(B + S) is larger than one half; [8/(3 + S)] -
kR/2(B + Sﬂ is close to one half.

Before I conduct the experiment I write out the the
orem on a piece of paper and give it to one of themin a
closed envelope, which is opened after the data are co-
1lected for verification. The roles of B and S are re-
versed in the Empirical Theorem if you obtain the data

from a number of girls in a classroom or any gathering.

Table 1 gives a summary of data collected from male
students in the age range 19-24 years taking courses in
statistics in universities in different cities and coun
tries. The agreement with predicted values seems to be
good as indicated by the figures in the last three co-
Tumns, the values in the Tast two columns being close /

to one half. Further S and B - k are in the ratio 1:1.

A brief outline of the model on which the predic- /
tions are based is given in section 2.
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2.- THEORETICAL CONSIDERATIONS-SAMPLING PROPORTIONAL TO
SIZE

Let
with index n and probability of success r

us start with a binomial distribution b (n, )
. The probabi-
lity of 1 successes is

n
(r‘) nt (1-q) 7% H o=

Let us construct another model where the probability of
the event » is altered to

0,1,..., n (2.1)

n
cpr( )n‘(l - s 0,..,n 12.2)
T
where p, are assigned non-negative numbers and is the
standardizing constant. Note that the distribution (2.2}

is applicable if we carry out what sample survey statis
ticians call p.p.s. sampling from (2.1) i.e.; giving //
unequal probabilities to events with different values of
% . In a previous paper (Rao, 1965), the distribution //
(2.2) was referred to as aweighted binomial distribution.
Subsequent developments on such distributions are given
in a recent paper by Patil and Ord (1975) and in the re
ferences given in their paper.

The case P, on
(2.2) reduces to

n-1
(r _ 1) i1 - mr ., r=1,...,n

which is again binomial with index n and observation
each reduced by unity. If the model appropriate for our
sampling is (2.3), then E(r -1) = (n - 1)«

is of some interest. In this case, /

(2.3)

giving

E(r) = nv + (1-7) (2.4)

and not nt as in the case of (2.1).

Let us interpret the data collected on boys in terms
of the new distribution (2.3) with the special choice of
P, in (2.2). The distribution of the number of male /
children in families with a given number of children,say
n, is b(n, %), i...e., binomial with n = 4 (at least //
approximately). Suppose we choose a family according to
some mechanism which does not give equal probabilities /
to families but probabilities proportional to the num- /
bers of their male children. Then the appropriate model/
for our observations is (2.3) and not (2.1).
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1

Verification of the predictions based on data collected on male students in the age range 19-24 years.

Source and date of enquiry k B S B-K B i S g?gp+ks) g ? ; : S
Teheran (Iran) April '75 21 65 40 44 .619 .519 .524
Isphahan (Iran) April '75 11 45 32 34 .584 .513 .515
Tokyo (Japan) June '75 50 90 34 40 .726 524 .540
Delhi (India) Feb. '75 29 92 66 63 .582 .490 .488
Calcutta (India) Aug. '63 104 414 312 310 .570 .498 .498
Waltair (India) June '69 39 123 88 84 .583 .491 .488
Ahmedabad (India) Aug. '75 29 84 49 55 .632 .523 .529
Bangalore (India) Aug. '75 55 180 127 125 .586 .496 .497

Thus if b and & are numbers of brothers and sisters
in a family as reported by a boy, then
b+s-1

2

E(b - 1/b + s) = (2.5)

where E(x/y) denotes conditional expectation of x given
y- If (bi’ Si)’ i=1,..., k are observations on k boys

then, with B = L bi’ S = Zsi,
E(B - k/B + S) = B+S-k (2.6)
2

which implies

E [__E_:_E___]= L
B+S-k

and (2.7)
s[_.-B - —k——] =y
B+ S 2(B +S)

The two results in (2.7) form the basis of the state- //
ments (i)-(iv) of the Empirical Theorem, using the usual

limit theorems. We may state the second result in (2.7)
in the form
B s approximately 1.1 (2.8)
2f

where f = (B + S)/k, the average family size. Thus ///
B/(B + S) overestimates the true probability by the or-
der of (%f).

3.- A DISCUSSION ON THE MECHANISM OF SELECTION

We proved the empirical theorem on the assumption //
that the probability of selection of family is propor-/
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tional to the number of male children. This is true xif
our sampling frame is the list of all male children and
a family is selected when a male chil belonging to it is
observed. But our sampling frame is slightly different,/
being male children of a certain age group.

Let us designate a male child in this age group by M
and suppose that there can be only one M in a family. /
Then, owing to the nature of our sampling frame, the pro
bability that the selected family has % male children /
out of n is

n
P{r/M, n) = cP(M/r,n) ( ) T{l-nF (3.1)

r

where ¢ = 1/P(M/n) and P(M/r,n) = Pr, say, is the proba-
bility that a family with » male children out of n has /
an M{(r = 1, 2,..., n). Suppose that we select a male //
child at random from the collection of all male children
who belong to families having « male children out of n. /
The probability that the selected child is an M is r-lpr-
If it is reasonable to believe that r P, = p1 then ///
P. = TP, in which case model (2.3) is applicable (se- //
tting p0 = 0). In the data reported in Table 1. such a
mechanism seems to apply.

1 have collected similar data from graduate students
and faculty members of statistics departments in the age
group 25-60 years in three other universities. Pennsylva
nia State University at State College in the U.S.A.,Agri
cultural University at Poznan (Poland) and University of
the Basque Country at Bilbao. In addition, data were al-
so obtained from the delegates to a conference on the //
TEACHING OF STATISTICS at Warsaw (Poland). The data and/
the predicted Empirical //

117717

values according to the

Theorem are reported in Tahle 2 for males
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2.

Summary of data collected on male graduate students and faculty members (25-60 years)

Source and date of enquiry K B S B - K B 2B - k B - k
B-5 2(B +S) B-k-S

Warsaw {Poland) Ausg. '75 18 41 21 23 660 .525 .523

Poznan (Poland) Sept. '75 24 50 17 26 .746 .567 .605

State College Aug. '75 30 87 39 47 .690 .571 .546

(U.S.A.)

Bilbao Sept. '83 24 95 56 71 .629 .549 .559

TABLE 3.
Summary of data on female graduate students and faculty members (20-40 years)

Source and date of enquiry k S B S - k s 2S - k S-k
B+S 2(B + S) B+S -k

Poznan (Poland) Sept. '75 20 42 15 22 737 .562 .594

State College Aug. '75 12 34 16 22 .680 .560 .579

and Table 3 for females. It is seen that the values in REFERENCES

the last two columns of Tables 2 and 3 are somewhat Tar
ger than one half indicating the possibility that sam-/
pling probabilities for families are larger than the si
ze ratios in the case of graduate students and faculty/
members. This may be expected as the graduate students/
and faculty members are subject to a two stage seltec- /
tion, once when they enter the school and again when //
they are. At the first stage the probability of selec-
boys out of n may be //
proportional to Z. This gives rise to a weighted bino-/

ting a boy from a family with

mial distribution discussed in section 2. If research /
fellows and teachers are recruited from those ///
who have completed school and taken a degree from a //
University, there is likely to be a further selection /
in favour of families with a larger number of boys. It
will be of interest to determine what selection probabi
lities operate at the two stages.
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1.- FISHER, R.A. (1934): The effect of the methods of /
ascertainment upon the estimation of frequencies. /

Ann. Eugen. London, 6, 13-25.
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sampling and related form invariant wighted distri
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INFERENCE FROM LINEAR MODELS WITH RIXED EFFECTS:
RECENT RESULTS AND SOMF. PROBLEMS

1. INTRODUCTION

Consider the general Gauss-Markoff model

XB + €, ENA/(O,GZV)

where the matrices X and V may be deficient in rank.//

y = (1.1)

The paper reviews some recent work on inference from the
mode! (1.1) when 8 and a? are unknown, and presents some
problems which are of interest in practical applications.
Section 2 deals with unified approaches to BLUE (best 1i
near unbiased estimation) applicable to the general case
where X and V are possibly deficient in rank. Section 3

to //
devoted

presents criteria for estimation as alternatives
unbiasedness and minimum variance. Section 5 is

to robustness of some inference procedures. Section 6 in
troduces concepts of Tinear sufficiency and completeness

in linear models without making any distributional assump
tions. Section 7 discusses model selection for predic- /

tion purposes. Section 8 examines an undesirable feature

of empirical Bayes estimators. Topics not explicitly co-

vered are admissibility of linear estimators (Rao, 1976;

Klonecki, 1979; La Motte, 1980), robustness of estima- /

tors for misspecification of the X and V matrices (Rao,/

1967a; Zyskind, 1967), and estimation of X8 when V has a

specified structure with unknown parameters (Rao and kle
ffe, 1980).

The following notations are used throughout the lec-
ture,

(i) o(A)
vector space generated by the columns of A.

denotes the rank of a matrix and R{A), , the

(i1) A" is a g-inverse of A (defined by AA'A= A with

properties discussed in Rao, 1962).
(iii) Z is a matrix of full rank such that X'Z = 0 where
X is the design matrix in the linear model (1.1)
We also write Z = XI. Note that R(X) NR(VZ) = 0 //
which implies

pV:X)=0(X:VZ),0(VZ)=p(V:X)-p(X)=p(Z'VZ)

(iv) PA/BiS defined as the generalized projection opera
tor on R(A) along a disjoint subspace R(B} /7
although R{A)UR(B)
if

may not be the whole space
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PA/B” =y, Yy e R(A:B]

where 4, is the unique component of ¥ € R (A:B) ///
in the decompositiony = ”A+yB’HA € R({A) and ///
Yge R(B) [see Rao (1974) and Rao and Yanai (1979)].
The PA/Bin (1.3), need

not necessarily unique,

only satisfy the conditions

(1.4)

The following facts about the model (1.1) are used in
the discussion of various results.

—
—
~—

Y € R(V:X) with probability 1.

(2) Br # Ba<=>XB1 # XB2 iff X is of full rank, //
This implies that B is not identifiable if X is de-
ficient in rank. A linear parametric function p'8 is
said to be identifiable if p'Bl # p‘82=> X8y ¢ XB2
for which a necessary and sufficient condition is ///
that p'e R(X'). This condition is the same as that //
for unbiased estimability of p'g by a linear function
of the observations. Of course, it does not make sen-
se to estimate nonidentifiable parametric functions.

2.- UNIFIED APPROACH TO BLUE
2.1.- GENERALIZED PROJECTION

Let (Y,XB,02V) be the linear model where X and V
may be deficient in rank- From {iii), Section 1, R{XIN
RIVI) =0 so that there exists a projection operator P on

R{X} along R(VZ) satisfying the equations

(2.1)

Note that, by solving (2.1.),

D B -
= X(X'VT )Xyl (when V is nonsingular) (2.2)
X(X'X)"x', [when V = I, see Rao (1967h)] (2.3)
X(X'TX)"X'T, (in general) (2.4)

H

1

where T = (V£XUX')™ for any g-inverse, with U such that
p (V#XUX") = plV:X) We have the foilowing general proposi
tion, which answers a question raised by Kempthorne (1976)

about projection operators when V is singular.



Proposition 2.1 Let P be a projection operator as de

fined by (2.1), and L be any matrix such that LX = X ./
Then

E(PY-XB) (PY-XB)' iE(LY-Xﬁ) (LY-XB)"
i.e., PY is the minimum dispersion unbiased estimator /
(MDUE) of the identifiable vector parameter § = X8.

Proof Set M = L-P so that MX = 0 or M = AZ' for some
A. Then
E[L(Y-XB) (Y-XB)'L'] = (M+P) V (M+P)’

1

MVM' + PVP' > PVP' =

= £ [P(Y-XB) (Y-x8)'P']
since MYP'= AZ'VP' = 0 by (2.1). The proposition is pro-
ved, and provides the following results.

Note 17 Py is unique with probability 1 for any P sa-
tisfying (2.1) since YeR(X:VZ) with prohability 1.

Note 7 If p'B is an identifiable parametric func-
tion,then p'B =A'XB and X PY is MVUE of P'B. This is a
simple consequence of PY being MDUE.

Note 3 Choosing P as in (2.4)
ATPY = MX(X'TX)X'Ty = p' B
defining g = (X'TX) " X'Ty

Note 4 Eas defined in Note 3 is a stationary value /
of the quadratic form

(Y-Xg)' T(v-xB! (2.5)
thus providing E as a least squares estimator with res-
pect to T. Of course, if V is nonsingular then T = V-’
is one obvious choice, but T could also be (I/«‘Xu/\('}'l 7/

where U is any nonnegative definite matrix.

NoteS An unb1ased est1mator of o?is
= -1 (Y- X@ T(Y~ X&

= f'lv T(I-P)Y, f = 0(V:X)-0(X).

A~ -
Nith B= (X'TX) X'TY,

Note 6
v(p' B)—d p'[(x*TX)"-u]p
Cov(p' ,q'8) =02 p'[(X'TX)™-U] q.
Note 7 It is shown in Rao (1973b) that the T in the

quadratic form (2.4) must be of the form {V+XUX)™ if the

stationary values provide BLUE-s.

The Proposition 2.1 and the notes provide the geome-
try of estimation through the concept of generalized pro
jection and the algebra of estimation through a least //
squares type technique without making any assumption on
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p (X) snf p(V).

It may be mentioned that the case p{X})<m and p{V)=n
was first considered by R.C.Bose who showed that in such
a case some parametric functions are not unbiasedly es-
timable.

2.2.- LEAST SQUARES WITH RESTRICTIONS

The case p(V) < n was first considered by Goldman/
and Zelen (1964) who reduced the problem to one of least
A sligh-
tly simpler formulation was given by Mitra and Rao(1968).

squares theory with restrictions on parameters.

Proposition 2.7 Let N be a matrix of rank & = n-p(V)
such that N'V = ¢ which implies that N'Y = N'XB  with /
Erobabi]ity 1, and V" be any g-inverse of ¢. Further Tlet
B such that

min (Y-XB)'V7(Y-XB) = (Y-XB)'V"(Y-XB) = Rg. (2.6)
N‘X¥B = N'Y
Then:
(i) p'B is the BLUE of p'8, p € R(X')
(i) A'IRg is an unbiased estimator of 0%, where $=p(V:X)-

-p{X).

(ii1) R ~ o*X%(4) Yy ~ N (X8, o%V)

(iv) If ¥ ~ N {X8,02V)and K B=w 12 a spec1f1ed consis-/
tent hypothes1s on 8, then R| RO - o2x% (h) inde-
pendently of RZ*~0'X (£) where h=p[DIK’ 3)]and

RE = min (Y-XB)'V™(Y-XB).

N'XB = N"Y
K'B=w

(2.7)

Note 1 Proposition 2.2 is essentially least squares
theory with restrictions on parameters Also K'B=w 1is
a cons1stent hypothesis iff [D(K'B8)] [D(K' B)] 1K' B- w)=
= K’ B w.

Note 2 Attempts have been made to show that the sa-

me values Rg and R?

can be obtained by dropping the //
restrictions N'XR = N'V in the expressions (2.6) and /
(2.7) and choosing a special g-inverse of V. In Rao //

(1978), it is shown that this is not possible.
2.3.- INVERSE PARTITIONED MATRIX (IPM) APPROACH
Another unified approach called the IPM was deve-

loped in Rao (1971) for the general case where Vand //
xmay be deficient in rank.



Proposition 2.3 let

v X CCZ

X' 0

Then the following hold:

for any g-inverse.

(i) [use ofcz and c3]ThE BLUE of any identifiable /
function p'B is P'B where

B= C2Y or €.y (which may not be the same).

The condition for estimability of p'8 is
pC3X=p orpC2X=p

(ii) [Use of C4] The dispersion matrix of ais 02C4 in

the sense that

V(p'8) = o%'C,P, cov (p'Biq"B) = o%p'C,q =0%'C p.

(ii4) [Use of 01] An unbiased estimator of o? is
§lyre,y where ¢ - R (vix) R (X).

Proposition 2.4 Let S'Bbe the vector of BLUE's of
k estimable parametric functions S'g, Rg = V'C,V and §
be as defined in {2.6). If V ~ Nn(XB,cer) , then:

(i) S'B and Rg are independently distributed with

2

S'B ~ N, (S'8,0%6), R} ~ o2x2(§)

where G - 3'045_
(ii) Let S'B = w be a null hypothesis is consistent /
iff

GG-U =u, u= p'lé ~W

in which case the test statistic
- RZ
FeU8u L 0 h-p(e
h f
has central F distribution on h and { degrees of

freedom.

It may be noted that a general approach to minimum /
variance unbiased estimation when X and V are possibly /
deficient in rank is also given by Zyskind(1967 )through
certain linear transformations of the model. In Section
6, we develop a more detailed transformation of this //
kind and discuss the estimation of parameters through /
the concept of linear sufficiency.
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3.~ ALTERNATIVE CRITERIA OF ESTIMATION

Questions have been raised about the appropriateness
of the conditions of unbiasedness and minimum variance /
in linear estimation. We may consider alternative crite_
ria which may have an intuitive appeal. For this purpose
let x and y be of full rank (the general case is discu-/
ssed in Section 6). Let PAQ' be the singular value //

where p is n x m semi ortho

decomposition of v'”zx,
nal matrix. If R of order n x(n-m) is the orthogonal com-
plement of P , then the model{Y;X8,0%V)can be transfor-/
med to

- py 1y Q'8 + pry 1/ £, (3.1)

1/2

Ry L piy T, (3.2)

Writing @ = AQ'8 , the model [Y,XB,02V] s
two uncorrelated models

equivalent to

(¥y, 8,0% 1} and (¥,,0,0%1, _ ). (3.3)

Under the assumptions on the linear model (¥, XB,0%V) . Yy
or //
through its correlation with Y;, and is thus redundant /
for the estimation of 9.

has no information on © either in its expectation

We may lay down the following /
criteria, for the estimation of an identifiable parame-
tric function p'R Note that P'B can be equivalently wri

tten as a linear function of 6, sayq'e,

(i) The estimator of ¢q'8(=p'B)is a function of Y, only /
say f(v,).

(i1) The estimatorﬁ(VI) is MC (method consistent to the
concept of Fisher consistency), i.e., if V, has no /
error then f(Yl) = q'g, i.e., the estimator reduces

to the true value.

The condition (ii) implies that e} = g'6 v 6 ¢ R",
i.e., 6(V7] = q'yI » which is the least squares estimator
of ¢'6 = p'g. Thus, we arrive at least squares estimators
without appealing to linearity of estimator, unbiasedness
or minimum variance. (A solution on the above lines was /
given in Example 4, p. 309 of Rao, 1973a).

4.- SIMILTANEOUS ESTIMATION AND PREDICTION
4.1.- SIMULTANEOUS ESTIMATION

Let us consider & linear models.

Vo= XB, e, L= 1,k (4.1)



where y. 1is an n-vector, X 1is a given n x m matrix,/
and (Bl;. e‘:) are independent and identically distributed
random variables such that

B, B B; F 0

€ o €; 0 o%v (4.2)
where B, F and 0% are unknown. The problem is one of //
simultaneous prediction (estimation) of p'Bi, £L=1,...,
k, for purposes of comparison. An early example of such/
a problem of estimation (which may be called empirical /
Bayes) is the construction of selection index in gene- /
tics suggested by R.A. Fisher and developed by Fairfield
Smith (1936), Henderson (1950), Panse (1946) and Raoc //
(1952, 1953).

Proposition 4.1 Let Siz)be the least squares estima
tor of B, from the L-th model and denote U - (x'vf&]'l_
If o?, B and F are known, then the optimum linear pre-
dictor of p'BL is p'Bﬁb) (i.e., for which mean square/
prediction error (MSPE) is a minimum) where

(b) _ o(8) _ 2 =1,.(2)_
By =B o?U(F+a2U) (B;7- 8 (4.3)

with the MSPE p'o(0), where

1

®) _ g2y - g*uEe? vy “tu (4.4)

Q

Note 1 Bib) is  the Bayes estimator of B8; under

the assumptions (4.2).

) ) by
Note ? . The mean dispersion error for B, ', 4=1,...,k,

L
L8

k -
K15 e -8 (P8, '=tr-otu(Erotn) Ny
1
@.5)

2
which is smaller than Q( )=07U, the mean dispersion //
error for B‘(.'l, L= 1,...,k

Wwhen 0% , B and F are unknown we may estimate ///

them by k
kg, = £ 8%, (4.6)
1
k - .
krmo? = £ vy, - vl = w, 4.7
1
K
(k-1) (Fyr030) = 2 (8{M-g,) (8" -g,)* = . (4.8)
1
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substituting a constant multiple of these estimators for
o? , Band F in (4.3), we obtain an empirical Bayes es-

timator of BL'

(2)

L -1 .
Bie) = Bt )' c WUB (Bl —8,,), i=1,...,k. 4.9)

i
We determine ¢ by minimizing

k
B (88 (6,78 (4.10)

under the assumption that e, and B, have independent mul
tivariate normal distributions. The following proposi- /
tion is proved in Rao (1975).

Proposition 4.7 Let B, and €, have multivariate nor
mal distributions with parameters as in (4.2). Then 8 //
and W as defined in (4.7) and (4.8) are independently /
distributed with

W - o2 (kn-km), B - W_(k-1, F+00)

and the optimum value of ¢ which minimizes (4.10) is
c = (k-m-2) / (kn-kmt+2)

and, with this choice of ¢ , the MDE for Bie) is

0" (n-m) (k-m-2)

k(n-m)+2

= o - U (F+o?n) U (4.11)

provided k > m + 2.

Note 1. We have the inequality

o® 5 gler, o®) (4.12)
Note 2., It may be easily shownthat the expectation /
of (4.10) for {ixed values °fB,s---,Sk is smaller than /
02U.Thus the empirical Bayes estimators (4.9) are uni-
formly better than the least squares estimators in  the
sense of having a smaller mean dispersion error. Thus we
have the Stein effect in the simultaneous estimation of
vector parameters Bpe-es By The actual expectation of
(4.10) for fixed 3’,...,5‘21'5 expressed by C.G. Khatri /
in the form
o' (o-m) (k-m-2)
k (n-m)+2

0%y - E (B 1U). (4.13)
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Note 3. Results of a similar nature were obtained /

by Efrom (1973) and Efron and Morris (1972).

4.2.- STMULTANEOUS PREDICTION

Let us consider the i-th model VL = XBL + €
and a future observation Y with the structure
¥y = x'Si +n;
[ VA .
D(n;) =0" Qg 1= 1.0k (4.14)

where B is a scalar,A is a vector and B,,..., Bh are /
fixed vector parameters. If gi(V,,...,Vﬁ) is a predic-/
tor of yi , then under the assumption of multivariate /
normality (or simply linearity of regression of Yo on /
VL)

k 2 _k Y 2
Ely; = 9y)" =E I [y;=x'B;-A'V "(Y;-X8;) 1
1 1
k 2
t -]
+ E i[p Bi hi(Yl,-..,Yk)] (4.15)
= LAl -1 d [ Y U -1 1 d

where hL gL AV Vi and p '-A'V "X . In order /

to minimize the compound loss (4.15) in simultaneous //
prediction we need only minimize the second term on the
right hand side of (4.15), which is the problem of si-/
multaneous estimation of p'8,, 4 =1,...,k. Using Propo-
sition 4.2 and result (4.13), we have the following.

Proposition 4.3 Let BL” and Bi’“ be as defined
in (4.9). Then
K
EI (y, - [x'8'® 4 avl(y.-xs®) 12
1 1 1 1 1
k V(2 -1 @), .2
ZE i ly;= [x"8777+ AV T(¥,-X8.7) 17 (4.16)

Note The result (4.16) shows that

ol _ gle)
X,Blge) + AV (Y, - 87 (4.17)
is a better predictor of yi than the least squares pre-
dictor

~1
wp® + AV, - xs, (4.18)

under the compound loss function (4.15).
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4.3.- NONHOMOGENEOUS RIDGE ESTIMATOR

Suppose that we have just one model

Y + XB + ¢, D(e) = o%V,

where ¥ s ann-vector and 8 is an m-vector. Assuming /
that 8 is a random variable with

E(®) =v =g(l,..., 1)' and D(8) = o2k T

we can, using (4.3), write down the Bayes estimator of 8

(b) (2) (%)

=gyt Wy (4.19)

= v+ @V X+ kD) v v-xy) .

With Y = o0, the estimator (4.19) is the ridge estimator
of Hoerl and Kennard (1970). Since Yy and k are unknown,
an empirical version is recommended in Rao (1977).

1

gle) _ L ;+ @V X + kD)~ X'V—l(Y'Xi'g)

where

where a and b are determined from the equations

(%

(n-m+2)a = (v-x8 )1 v y-xg )

. 1 a2
(-3 [ L (e 07 Loy va

L A ~
= eW- 1g W 1),

. fe) {(2) .,
The estimator B may not be better than 8 in terms
of compound quadratic loss function, but it may be a //

good competitor to the usual ridge estimator.

5.- ROBUSTNESS OF INFERENCE PROCEDURES

Let Y - N(X8,0°V).Then it is well known that the 1i-

kelihood ratio test (LRT) for testing the hypothesis //
A8 = 0 is

Y (I-Py o1y ¥
MK V)= — X (5.1)
Y (I-Py v-l)y

0'



It is also the uniformly most powerful invariant (UMPI)/
test under a suitable group of transformations. The fo-
1lowing proposition due to Khatri (1980), and Mathew and
Bhimansankaram (1982) gives the conditions under which /

AX, V) = A(X,T).

Proposition 5.1 The 1ikelihood ratio tests for the /
hypothesis AB =0 under the models Y -~ N(X8,0°V) and /
Y . N(XB,0%I) are the same iff any one of the follo-//
wing equivalent conditions hold .

(i) V is of the form

V=1I+ZXAX" 4+ (s-1)Z2" + X A2" + Z/x:'3 X! (5.2)

1 073 0

where Ay and Ajare arbitrary matrices, s is an  arbi

trary positive real number subject to V being p.d. and
ziXAlx'Zl = (s—l)Ik and Xy = X(I-A A7) as defined/
in Proposition 5.1.

(i1) (I-PX ) V(I-Px ) = a(I-PX ) for some a> 0.
0 0 (4]

a(I-P_ ) for some a >0

1]

cas -1 -
(1) vy (I-PXO’V_I) X

(iv)l:I B Px] (v-al) (l-Px: PXL') = 0 for some a >0, /
L PX' with A = LX

Finally, we have two other propositions proved by /
Mathew and Bhimasankaram (1982)}.

Proposition 5.2 The LRT's for the hypothesis Ag= 0
under the models Y - N(XB,0?I) and Y . N(UB, o%v) are

the same iff

R(X) = R(U) and R(XO) = R(UO). (5.3)

Proposition 5.3 The LRT's for the hypothesis AB=p
under the models Y . N(Xg,o0%I)and Y . N(UB, o?v} are //
same iff (5.2) and (5.3) hold simultaneously.

The following result by Ghosh and Sinha (1980)(see
also Sinha and Mukhopadyay (1980) establishes robust-//
ness of the LRT for departure from normality.

Proposition 5.4 Llet Y = XB + 0 € with ¢ distributed
aceording to the density

o _TEE,
£(e) =f0 e % ™ aLn.
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Then for testing the hypothesis AB = 0, the Fbased on
X(X,T) is both LRT and UMPI.

Recently, Sinha and Drygas (1982) generalized this /
result to the following:

Proposition 5.5 Let Y = XB + 0 € with €& distributed
according to a density function q(e'e) where g is a con
vex non-increasing function. Then the Ftest based on //
A(X,T) is both LRT and UMPI,

This result is similar to a robustness property of /
Hotelling's Tz—test proved by Karia {1981) and is based/
on a representation theorem due to Wijsman (1967).

Under a slightly more general distribution of the /
errors, Sinha and Drygas (1982) established the fo- //
1lowing property of the BLUE of Ag.

Proposition 5.6 Let Y=XB + ce with € having a sphe
rically symmetric distribution. Then for any real number
c and any non null diagonal matrix C of appropriate or-
der

P | (GY-28)' C(GY-AB) < c°} > P | (LY-AB)'C (L¥-AB) < c°

}
where GY s the BLUE of estimable AB and LY is any un-
biased estimator of ARB.

6.- CANONICAL TRANSFORMATION

Consider the model (Y,XB8,e), D(e) = og?v where X and/
V may be deficient in rank. Let ¥ be nxn matrix of rank
v. Then there exists a transformation (w:N) where W is
nxv and N is p x{n-v)matrices such that N'w - o, w'w=T,
Under such a transformation the model (¥,XB, o%V) becomes.

1
(=]

N'Y = ¥y = N'XB. + €3, D(es) = (6.1)

W'Y =¥, = W'XB + g, D(eg) = 0’1 (6.2)

of which one part (6.1) is singular and the other (6.2)/
is regular (non-singular). We make a further transforma-
tion

Y3 = N'XR+e

(6.3)

3 D(s3) =0

5 T AYy =Y, = (W-AN')XB + €4 Dlgy) = c’I (6.4)



where A is such that (W'~AN')XX'N = 0
(6.4) can be written as

. The model (6.3),

2
i
[

o

3= Xy8 + €5, D(ey) = (6.5)

o1

¥, = X4B + €y D(E4) (6.6)

where R(X%) n R(XQ) =0-, which provides two distinct un-
correlated linear models with different parameters, one
of which is singular. Note that if R[X)C R{V), then //
X3 = Qand V3 = 0 with probability 1, so that we have on-
ly the regular.

Let p{Xz) = x; and p(X,] = x,, then further transfor
mations can be made on each model (in the usual way,Rao;
1973a, p. 189) to obtain the canonical form of (v, Xg,a2V)
in four distinct submodels.

Y =€, D(e_;)=0 , ¥_; is (n-v-x;l-vector (6.7)
Y, = x18+el, D(el) =0, Xlis X;Xm matrix (6.8)
Y, =X,Bte,, Dle,) = o’r, X, is xy matrix (6.9)
Y = £ 2 .

0 o, D(eOJ = ¢%1I, Y, is (v-le—vector (6.10)
Note that
R(Xi) U R(Xé) = R{X') and R(Xi) n R(Xé) =0 (6.11)

so thaté,= xlsand92= X Bare distinct sets of distinct
parameters which are equivalent to XB.

Once the observations are known, we can make a fur-
ther conditional transformation on the sub model (6.8) /
to obtain

(V)" = 0= v;, = (v,)7X,B=X, B With probability 1(6.12)

Yy

1M1 (6.13)

= YlZ = yixls = XlZB with probability 1

where yI is a matrix which is the orthogonal complement/
of Vr
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The canonical form (6.7)-(6.10) together with (6.12)
and (6.13) sets out the information in the observations/
in a suitable framework for discussing problems of infe-
rence.

For instance the following results easily follow.
Proposition 6.1

(i) V, is the BLUE of 8y = X,B with a null dispersion/
matrix.

(ii) Y, is the BLUE of B, = X8 with a null dispersion
matrix g271.

(iii) VbVo : (v-xz) is an unbiased estimator of oZ.

(iv) The entire class of BLUE's of linear parametric //
functions is
{mMY1 * Mmool (6.14)
(v) Since 9, is estimable without any error, the pro-
blem reduces to that of estimating 92 = XZB . For
this purpose, we may take the view that only ¥, is rele-
vant (sufficient), since the other variables are uncorre
lated with y_ and have expectations independent ofoz(see
Barnard, 1963 and Rao, 1965, 1973,p. 308, example 4). //
Then we may estimate 87 by §(Y,) a function of Y; only.
Under a condition similar to Fisher consistency, viz., /
§(¥,) reduces to 8; if the error component €; = 0(i.e.,/
when no error is made), we find that §(6,) - 8, 925R4't
which implies that §(Y,)= ¥,, the BLUE of 8,-

The canonical form (6.7)-(6.10) and (6.12)-(6.13) al
so enables us to discuss concepts such as linear suffi-/
ciency in a simple way. We consider the following defini
tions arising out of the result (v) of Proposition 6.1.

Definition 6.1 (Extended form of Barnard's defini- /
tion) A statistic L'Yis linearly sufficient (1.s.) for /
K'e (identifiable set of parametric functions) iff the /
expectation of any linear function of Y uncorrelated //
with L'V does not have an expectation of the form A'ke
where K') # ¢,

Definition 6.2 A statistic M'Y is linearly minimal /
sufficient (l.m.s.} for K'® iff M'Y is according to Defi
nition 6.1 and for every linearly sufficient statistic /
L'Y, there exists a transformation C; such that M'V=CLL'V



The fullowing proposition is easily established.

Proposition 6.2 The BLUE of K'6 is linearly minimal/
sufficient for K'6 in the sense of Definition 6.2,

An alternative definition of sufficiency is as fo- /
1lows.

Definition 6.3 A statistic L'Yis linearly suffi- //
cient for XB iff every linear admissible estimator (in /
the sense of Section 4) of every identifiable Tinear para
metric function of Bis a linear function of L'Y.

Deginition 6.4 A statistic M'Y is linearly minimal /
sufficient for XBiff M'Y is linearly sufficient for X8
according to Definition 6.3 and for every linearly su-//
fficient statistic L'Y, there exists a transformation //
CL such that M'Y = CLL’V.

The following proposition is easily established.

Proposition 6.3 The statistic (¥;,¥,) , which is //
the same as the BLUE of X& is linearly minimal suffi- /
cient for XB in the sense of Definition 6.4, where ///
Yq,¥, are the linear functions of ¥ as defined in the ca
nonical representation (6.7)-(6.10).

In recent papers, Drygas (1983) and Muller (1982) //
used the following definition of linear sufficiency due
to Bakasalary and Kala (1978).

Deginition 6.5 A statistic L'Y is linearly suffi-///
cient for XB.iff the BLUE of XB is of the form PLL'V.

Definition 6.6 A statistic M'Y is Tinearly minimal//
sufficient for XB iff M'Y is linearly sufficient an ///
M'y = C L'V for any linearly sufficient statistic L'Y.

The following proposition is easily established.

Proposition 6.4 The statistic (Y, Yzlis Tinearly mi
nimal sufficient for X B in the sense of Definition 6.6

Necessary and sufficient conditions for L'Y to li-//
nearly sufficient in the sense of any of the Definitions
6.1 and 6.5 are discussed in a paper by Rao and Sinha //
which also provides a clarification of the results ob- /
tained by Drygas (1983a, 1983b), Muller (1982) and See-/
1y (1978).
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7.- MODEL SELECTION FOR PREDICTION

Usually model selection is based on some criterion /
of goodness of fit of a model to observed data, such as
Akaike's information criterion and Mallows Cp. A model /
that fits the data adequately may not be good for predic
tion beyond the range of the observed values of predic-/
tors (extrapolation) as in the prediction of future ///
growth on the basis of past observations. For instance /
consider a growth model

Yy = Bodg (B)+ .. +B U (B)4e, t=1,...,n (7.1)

where wo....,wk are orthogonal polynomials, Epseen€y //
are uncorrelated errors and V(?é) = 0. An important pro
blem is the choice of the degree of the polynomial in //
{(7.1) for use in predicting a future observation, say at
t = ntl. If we use the maximum possible degree k, then /

the best predictor is

Y4 = bowo(n+1)+ oo + bkwk(n+l) (7.2)
where bi'are least squares estimators such that //
V(bi) = g2, cov(bi,bj) = 0. The mean square error of
prediction is

2 2 2

o [ 1y (n+l)+ ... Hyy (n+1) ] (7.3)

If we use only (P*1} terms in the model (7.1), then the
mean square error of prediction is

2 P 2 k 2
o’[1+ % wi(n+1)] +[z Siwi(n+l) ] (7.4)
0 p+l
which can be estimated by
~ P k ko2
L1+ Iy ]+l s boy; (1) ]2~ G235 | (OHD)
0 ptl pr1 T
(7.5)
~ P2 k 2 A5 2
=0¢? [142 ¢ v )] +[ 2 by, (+1) ] “~0”T ¢ (n+1)
0 P+l o *

where 9% is the least squares estimator of o based on
the full model. From (7.5), we find that the appropria-
te choice of p is that value for which



2 k

V2ow1) 4L I by i (7.6)
ptl

1

N
o™

is a minimum. It may be seen by comparing (7.3) and ///
(7.4), that even when Bp+, ,...,Bk'are not all zero, the/
choice of a p-th degree polynomial (i.e., a wrong model)
provides better prediction if

k
s ef < o’ vl ()

k
( o?r (7.7)
p+l p+l

Of course, the best wrong model corresponds to the value
of p for which

k

2
o* [ wi(n+l)] + [ Byy;(n+D)] (7.8)
p+l

o™ o

is a minimum, and the criterion (7.5) is an empirical //
version of (7.8).

A criterion of the type (7.6) for choice of varia- /
bles in the general linear model y - Xg + ¢ for predic-/
pre- /
can be written down in a similar ///

ting at a chosen value (or chosen values) of the
dictor variables
manner. For acutal expressions and a more detailed stu-

dy, the reader is referred to Rao (1983).
8.- DIRECT OR INVERSE REGRESSION?

Suppose that|z, m mzlrepresent the true (£} and //
repeated observed measurements m and m2 of blood pre- /
ssure (BP) on an individual. Given ml and m,, and a play

sible model

m = t + €

i)

1]
t
+
™

(8.1)

where the errors €;, €, are such that Ele ) = 0, Vie )
N czs,cov(s,,ez)= 0,how do we specify the rule for esti
mating £, the unobservable true BP, in routine practice
(say in a clinic)?

We may consider (81) as a linear model involving an
unknown parameter t, and estimate it by the least squa-
res estimator,m = (mI + mz)/Z,which is a well known ru-
le.
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On the other hand, we may consider(t,m,,mz) as three
measurements on an individual, one of which is unobserva
ble,and try to predict £ oy the regression of % on my /
and m,, computed from the distribution of(z, my, mz)in
the population of clinic visiting individuals. If 1 and
0% are the mean and variance of < among the individuals,

then the regression of £ on my and m, is

2
20 £

20% + g?
t €

(=T) . (8.2)

D
il

-
+

The unknown parameters T,Ui and Oé can be estimated/
from past data (see Rao, 1973a, p. 337), and can be upda
ted when fresh data become available. Substituting the /
estimates for the unknowns in (8.2), we may specify the
rule of estimation of t as.

(8.3)

The expression (8.3) may also be recognized as the /
gmpirica] anes estimator (EBE). Ignoring errors in ///

T, 02 and oz , we find

~ o’ 20%
E(t_t)z —c__t
2

8.4)

so that the overall mean sauare error (iveraged over ///
all future predictions) is smaller for # than for m. //
Should we, on this account, recommend ? as a bhetter rule
than m?,

It is seen that 2 consistentlv underestimates £ //
when £-T js positively large and overestimates when -7
is negatively large. Actually large and small values of
1 are poorly estimated while intermediate values of //
close to (the general average) are well estimated. Per
haps, in a case like determining BP for diagnostic pur-
poses, underestimating large values and overestimating/
small values are not desirable. However, t may be be-
tter in other situations where the quadratic loss func-

tion is maningful.



in other situations where the quadratic loss function is’/
maningful.
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SOME THOUGHTS ON REGRESSION AND PREDICTION

1. INTRODUCTION

Regression is the most widely discussed technique in
statistical literature. It is mentioned in all text //
books on statistics and treated in a rigorous manner in/
some (for instance, Fisher, 1925; Malinvaud, 1964; Rao,/
1965; Searle, 1971; and Theil, 1971). There ara full //
length treatises on the subject (such as Draper and //
Smith, 1966; Plackett, 1960; and Williams, 1959). Fair-
1y good reviews of regression methods are available in /
discussion paper by Cox, Ehrenberg and Nelder (1968) and
in papers by Draper and Smith (1969), Williams (1963) //
and Wold and Lyttkens (1969).

However , there seem to be some aspects of the re- /
gression technique which are not properly understood or/
which do not seem to have been adequately discussed in /
statistical literature. As a consequence, there have //
been some misuses of the technique. A classical example
is the use of the regression method in what is known as/
the disaggregation problem (section 2), which has led to
meaningless results. The phenomenon of multicollineani-
2y although widely discussed still seems to need some //
clarification. The existing definitions are vague and /
the consequences of multicollinearity have not been ///
fully examined (section 3). There is also the problem /
of inverse regression (section 4) on which there is con-
siderable controversy (see comments by Lindley on papers
by Cox, Ehrenberg and Nelder, 1968). The use of irrele-
vant variables in prediction continues in spite of the /
caution conveyed by the excellent examples of spurious /
regression by Yule (1926) long ago and by Box (1966) re-
cently.

There is also some controversy about the use of two/
regression lines and the Ehrenberg paradox which is as /
follows. Let h =0y + f;w be the regression of /
w=o,+ f3,h, that of weight
on height. Consider an individual with the combination/
(hg »wg) of height and weight, which falls within the /
region { h>ay +8;w, w>a2+32h} in the (h,w) plane./
A doctor, using the regression of weight on height might

height on weight and

declare the observed individual as too heavy fon his //
height. But judged by the regression of height onweight
Faced with such a paradox, Ehrenberg (1963, 1968) made a
case for establishing a single law-like relationship //
between height and weight is independent of sex, race, /
etc. Whether there exists such a law-like relationship/
or not, there will be many (Ehrenberg) paradoxical indi-
viduals in any population, but the question whether one/
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characteristicis in proper propontion to the other may/
arise only in a pathological case. Which regression to/
use in such a case, perhaps, depends on the judgement of
the doctor based on an examination of a particular indi-

vidual?

The object of the present paper is to examine some /
(but not all) aspects of the regression problem, which /
have not been adequately covered in earlier reviews.

Notation. In the regression problem it is usual to/
call the variable (y) under prediction as dependent and/
those used for prediction (x, Xp, ..., X,) as indepen-/
dent variables. Psychologists use the term criterion //
variable (c.v.) for y and predictor variables (p.v.'s)/
for X)s Xgs eees Xpo Economists call y as the depen-/
dent variable (d.v.) and X)sXps ...,as explanatory va- /
riables (e.v.'s-sounds better when pronounced as eves).
We shall adopt the terminology of the economists for /
discussion of the present paper.

We denote n uncorrelated observations on y by /
the vector Y and the n x m matrix of e.v.'s centred/

at the observed averages by X. Then the linear vre- /
gression model is of the form

Y = au+XfB +e (1.1)
where u' = (1,...,1), @ is a constant and 8 1is the vec

The matrix (n-1)'1x'x is/
called the dispersion or D-matrix of the e.v.'s. Divi-/
ding the (i,j)-th element of the D-matrix by the square/
root of the product of the i-th and j-th diagonal ele-//
ments, we obtain the correlation or C-matrix.

tor of regression parameters.

The Teast squares estimator of Q is @ = n-ly'y y/
and the nonmal equation for estimating S is

(X'X)B = X (1.2)
giving
A
B = (x'x) - X'y (1.3)

as the estimator of B , where (X'X)- is a g-inverse /

of X'X (Rao, 1965; Rao and Mitra 1971).
2

An unbiased es-
timator of o » the residual variance about the re- /

gression, is



(n-r) [Y'Y-;Y'u-g'X'Y] (1.4)

r < m, not all 1i-/
The estimator /

where r is the rank of X. When
near functions of 3  are estimable.
of p'B , where p belongs to the linear manifold gener-
ated by the columns of X' {which is the condition for /
estimability) is p'f? and the variance of the estimator
is
a2p' (X'X)-p. (1.5)
The predicted value of y at the values of e.v.'s/
expressed as deviations from observed averages in past/
data, p' = (71 - Xpseens i% - Xg), is

a+p'g (1.6)
with the variance of prediction
02(1 + 1 + p’(X'X)-p), (1.7)
n

In our discussion we shall be concerned only with the /
term  p'(X'X) -p in (1.7), which depends on X'X. See/
Rao (1965,1973) for further detail on least squares ///
theory.

2. DISAGGREGATION

Sometimes the regression technique is used to allo-
cate a total to different heads. For instance, consi-/
der a survey where from each selected household we ob-/
tain total expenditure (t) on rice and the family com-/
position in terms of male (m) and female (f) adults, //
and male (cl) and female (c,) children. Knowing values
of (t, m,f.cl,cz) for n sample households, can we esti-
mate per capita expenditure on rice for each of the ///
four categories of members in a household in a popula-/
tion under study ? If Bl » B2 33 and ﬁh represent
the parameters of average expenditure due to a male //
adult, female adult, male child and female child res- /
pectively, then it is suggested that they may be esti-
mated by the partial regression coefficients of t on m,

f, < and €y respectively, i.e., by fitting a re-//
gression equation of the form
t =8m+ g,f + B3cy *+ Buc, (2.1)

to the n sets of observations on (t,m,f,cl, cz). An /7
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attempt to fit a regression equation of the type (2.1) /
at the Indian Statistical Institute resulted in a nega-/
tive estimate for Bz (the average expenditure for a /
female adult). Elsewhere, in a similar study of disag-/
gregation of total expenditure of a farm on bulls, cows/
and calves, a negative estimate was obtained for main- /
taining a calf. Unfortunately the results of the Tatter
study were published, justifying the negative estimate /
as resulting from a large standard error of the estimated
regression coefficients.

Similar studies are reported from time to time with-
out a critical examination of the computed coefficients.
It appears that such anomalous estimates as obtained in/
the household and farm surveys can arise due to viola- /
tion of an important assumption in the regression model,
viz., the same negression parametens are applicable gor/
att combinations of e.v.'s. For instance, consider //
households with family compositions (m=1, f=0, c1=0, 78
= 0) and (m=1, f=1, €p =2, ¢p = 1). The usual Tinear /
model uses the regression functions (expectations)

81

BL * By + 283 + B,

for the two cases with the same parameters 61 , Bz s /
Ba and ﬁh This may not be true; the average ex-/
penditure on rice for a male adult (the regression para-
meter 51 ) may not be the same for single and multiple/
member households. The following example due to S.J. /
Poti shows how completely meaningless estimates can be /
obtained in extreme cases (which may be described as //
Poti effect) where the fundamental assumption of the re-
gression model mentioned above is not satisfied.

Consider households with only one member {unmarried)/
or with a couple (husband and wife) and let i represent
the number of miles per month run by the family automo- /
bile. From a survey of households providing information/
on the variable t and the family composition, it is de-/
sired to estimate the relative utilization (in terms of /
average number of miles driven) of automobiles by men and
women in the population, assuming that an automobile is /
used by one person at a time. If we represent the corres
ponding parameters by 31 and 3, then the regression //
equation is of type

t = 8m + g,f

where the vector (m,f) can take only two possible values/



(1,0) and (1,1). If in the sample, there are n; house-
holds of the type (1,0) with an average mileage t; and/
Ny households of the type (1,1) with an average mileage
t, then the least squares estimates of B, and B, are/
easily seen to be

B1 = ty and 8, = tZ_tI

Suppose the society from which samples are drawn is //
such that a couple cannot afford to use the automobile/
In such a //
, the
On the other/
hand if the society consists of two classes of males, /

to the same extent as an unmarried male.
case t; >t, giving a negative estimate for 3,
average number of miles driven by women.

one so poor that they cannot afford to marry or use the
automobile freely and another, rich enough (Maharaja) /
to have a wife and also use the automobile freely, then
t)j< < t, in which case 3, would be very small com- /
pared to (3, showing that women (wives) use the car //
most of the time.

In both the extreme cases the estimates are comple-
tely meaningless as the regression paramenters are de-/
pendent on the family composition. It appears that in/
many situations, Poti effect exists to some extent or /
other, and disaggregation through the regression tech-/

nique may not yield reasonable results.

For instance, in the farm survey data, it is quite/
possible that a farmer owning only two bullocks for //
farming purposes might feed them well, whereas a farmer
who maintains in addition to two bullocks some cows and
calves may not be spending a much larger amount for //
feeding all the animals. In such a case one would ex-/
pect underestimates or even negative estimates for ///
maintenance of a cow an a calf by fitting a regression/
equation to data obtained from a sample of all farmers/
some of whom own only two bullocks and others have some
cows and calves in addition.

To sum up, the use of regression methods for disag-
gregation generally leads to meaningless or misleading/
results because of the existence of Poti effect. There
does not seem to be any satisfactory method for the pro
blem except through separate accounting for different /

categories within a unit.

3. MULTICOLLINEARITY

There is considerable literature on the subject of /
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multicollinearity, a review of which may be found in a /
paper by Farrar and Glauber (1967). Multicollinearity /
is roughly described as high interdependence of the //
c.v.'s in a regression model, which may effect the pre-/
cision of estimators and cause some difficulty in the //
interpretation of individual regression coefficients, /
and in the use of the estimated regression function for/
prediction purposes. Interdependence is sought to be //
measured and judged by the smallness of the determinant/
of the D or C-matrix of the e.v.'s. Farrar and Glauber/
(1967) discuss at length methods fon detecting the exis-
tence, measuring the extent, and pinpointing the Loca- /
Zion and caused of multicollinearnity within a set of in-
dependent variables. Their analysis is indeed illumina-
ting, but much of their discussion is misguided partly /
due to an unsactisfactory definition of multicollineari-
ty, which is not directly related to the precision of //
prediction in the relevant domain of e.v.'s and partly /
due to, as pointed out by Krishna Kumar (1973), invalid/
excursions into tests of significance based on normality
assumptions. In the present paper we shall examine some
aspects of multicollinearity, which have not been adequa

tely examined before.

Consider e, a d.v. and e_ , e2

D and C-matrices

two c.v.'s with the

D-matrix C-matrix
1 5 2 1.0 .5 .4
5 100 . .5 1.0 .
2 . 25 .4 1.0 (3.1)

Since e; and e, are uncorrelated, one might consider //
this situation as ideal for an application of the re- //
gression technique for prediction. However, instead of /
), €,, one could consider an algebraically equivalent //

and perhaps equally meaningful e.v.'s, x) = e] + ey and/

Xy = €. The D- and C-matrices of e, » Xy » X, are
D-matrix C-matrix
1 7 5 1.000 .626 .500
7 125 100 .626 1.000 .894
5 100 100 .500 .894 1.000
(3.2)

Judging from the high value of the correlation, .894, //
between x; and X, one might infer some degree of multi-

collinearity among the e.v.'s.

Since (xl ,x2) is equiva-

Tent to (e, , e,) the situation is paradoxical unfess //
multicollinearity is defined as high interdependence for/



a particular choice of the e.v.'s and not as a property
of the system of e.v.'s. (Then we have the additional/
problem of deciding on the relevant set of e.v.'s for /
examining multicollinearity).

The situation is not uncommon in econometric work /
where some e.v.'s are part of others. It might appear/
that multicollinearity in the sense of smallness of the
determinant could be introduced or avoided by redefi- /
ning economic variables in an equally meaningful way. /
(Thus, if e and e, stand for production and net im- //
ports, then e and c = e} + e, denote production and/
consumption which are equally meaningful and equivalent
economic magnitudes). It is immaterial whether e » ey

or e;, c are chosen as e.v.'s. But one choice may //
exhibit multicollinearity and the other may not. As a/
matter of fact, any vector variable X with any degree /
of dependence (correlations) between its components can
be transformed into an equivalent vector variable U //
with uncorrelated components. Since from the point of/
view of the regression technique X and U carry the same
information, the distinction between high dependence of
the components of one and absence of association in the
other is not apparent. This shows the need for a more/
careful formulation of multicollinearity in a given //
problem, perhaps considering the contemplated use of a/
fitted regression equation. Before attempting to do //
this we shall use the D-matrices in (3.1) and (3.2) in/
illustrating some aspects of the regression coefficients
which are worth noting.

It is often found that when a number of e.v.'s are/
used, some of the regression coefficients come out to /
be negative, although the corresponding variables are /
individually highly positively correlated with the d.v.
The situation is fairly common when the correlations //
between the e.v.'s are high as pointed out by Shourie /
(1972) in his critical essay on the regression func- //
tions given in the UNCTAD study of (1968). For instance
the following regression equations are reported by Faa-
land and Dahl to account for the value of agricultural/
output (P,) in terms of GDP and per capita income (GDP/
N):

34.322+0.402(GDP). R2=0.94 (3.3)
(0.036)
-8.001+5.698(GDP/N) ,
(0.397)
=-131.716-1.226(GDP )+
(0.239)
+22.816(GDP/N),

(3.345)

0
f

®% = 0.96 (3.4)

%2 = 0.99  (3.5)
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The coefficient of correlation between (GDP) and (GDP/N)
was 0.9985. The regression coefficients in each case //
are large compared to standard errors (given in brackets)
indicating a reasonable degree of precision in their es-
timation. The multiple correlation (R) is high in each/
case indicating a high degree of precision for predic- /
tion. However, the authors point out that on a priond /
grounds the negative partial cornelation of Py with GOP/
4n the equation (3.5) appears improbable.

There may be strong economic reasons for the authors'
reactions to the negative coefficient. But a multiple /
regression equation such as (3.5) cannot be rejected //
solely on the ground that a certain coefficient is nega-
tive although the concerned variable has a high positive
correlation with the d.v. Of course, one may express //
some concern in such a situation. The implausible result
of wrong specification of the linear model or of a multi-
tude of other reasons including errors in recording. (In
many examples, wrong recording of just one entry may //
change the values of regression coefficients drastically)
However, a negative coefficient may arise in a natural //
way because of particular choices of c.v.'s in given sys-
tem.

Consider, for instance, the hypothetical example of /
€y » € 5 €y with the D-matrix as in (3.1). The va-///
riables e, and €, may be some economic magnitudes, in ///
which case the variables X} = ey and xp = ey + e, may //
also be meaningfull economic magnitudes. The regression/
of e, on different sets of e.v.'s are as follows (apart/
from a constant):

€ = .05e;+0.8e, (3.6)
= .05e1

.08e2

=.03x,+.08x; (3.7)
= .05x1

.028x2.

The equations (3.6) and (3.7) are the same and the nega-/
tive coefficient for X; in the multiple regression equa-/
tion (3.7) arises in a naturat way although the correla-/
tion between e, and X is 0.5. At first sight, this //
might appear contrary to expectation, but a closer look /
at the choice of the e.v.'s might resolve the situation./
In the above example the regression functions based on //
X] » Xp has the same validity as that based on e » ez,/
and the use of X] 2 X, 01 e » €, as instruments yield //
the same results.



It must be pointed out that the occurrence of nega-
tive coefficients (contrary to expectation) need not be/
due to multicollinearity or high correlations between /
e.v.'s. Consider the following C-matrix of three va-//

iables y, , :
riables y x1 x2
1.0 0.7 0.3
0.7 1.0 0.5 (3.8)
0.3 0.5 1.0

where the e.v.'s X1 and X, exhibit no sign of multi-
collinearity. The regression equations of y on diffe-/
rent combinations of the e.v.'s are (apart from a cons-
tant)

y = 0.7x1
= 0.3x2

0.733x1-0.067x2 (3.9)

The negative coefficient for X, does not detract /
its value as an explanatory variable. No doubt, one //
has to be cautious in using xl N x2 as instruments, not
only in such a situation but in general even when the /
coefficients appear plausible. The nature of the eco-/
nomic variables and the domain of validity of the pre-/
diction function have to be examined, perhaps, using //
one's knowledge of the underlying economic mechanism //
which controls y given specified values of Xy o Xoe If
prediction is needed for values of Xy s Xy outside a //
certain domain, there may be other factors, unobserved/
in the past, which may play an important role.

What s multicollinearnity ? In the strict sense it
implies existence of linear relationships among the e./
v.'s in the past observed data. Or in algebraic terms,

X'X] = 0 where X is the matrix of observed e.v.'s ex-/
presed as deviations from the means. When this happens
the rank of X is less than the number of e.v.'s and the
entire regression function cannot be estimated as not /
all the individual regression coefficients (i.e., sepa-
rate influences of the e.v.'s) are identifiable. How-/
ever, certain combinations of the regression coeffi- /
cients are estimable implying that prediction is possi-
ble only in certain directions of the e.v.'s. The me-/
thod of estimation when X is deficient in rank is fully
discussed in Rao (1965, 1973).

However, in practice, due to errors of observation /
in the e.v.'s, identification of linear relationships, /
if any, may not be possible. Let us write the matrix of
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observed e.v.'s as X+W, where X denotes the matrix of /
true unknown values and W of the errors. Then it might
happen that | (X + W)' (x + W)| # 0 although [x'x]| = 0
giving no clue as to whether it is a case of e.v.'s with
out errors and with no linear relationships (i.e., IX'XI
# 0, W=0), or of e.v.'s with linear relationships /
but observed with error (i.e., |X'X| =0 and |(X+N)'(X+/
+w)| # 0). We shall examine both the cases and study /
their consequences on the estimation of parameters.

Case 1: |x‘x| 7 0.

There is no multicollinearity in the strict sense. /
According to theory, all the regression coefficients are
umbiasedly estimable and prediction is possible in all /
directions of the e.v.'s. Let us consider a particular/
direction k ef the e.v.'s, where k is vector such that/
k'k = 1. If B denotes the least squares estimator of 3
then the predicted value of the d.v. in direction k is /
(apart from a constant) proportional to k'f; with va-/
riance

o2k (X'Y) Tk (3.10)

where 02 is the residual variance. The important compo-
nent of the expression (3.10) is (X'X)'l, and the preci-

sion of prediction in any given direction depends on the
elements of the inverse matrix. However, for any given /
X'X, the precision of prediction depends on the direction
k. Let us denote by K the set of directions in which ///
prediction is contemplated. Then the minimum efficieney/
of prediction (or maximum variance for vectors in K) is

r(X,K) = max k'(X'x)'lk (3.11)
k€K

which we may consider as the loss associated with a given
system X of e.v.'s and specified K.

If K is the set of all directions in the Euclidean //
space E™ of mof m dimensions,

r(X,E™ = 1/am (3.12)

where A, is the least eigen value of X'X, and the direc-
tion in which prediction is Teast efficient is the eigen/
vector associated with A, . Generally, when X'X is close
to zero, Amis small and consequently the loss as in //
(3.12) is high- a situation which may be refered to as //



the existence of some degree of multicollinearity. But/
in practice, one may not be interested in prediction in/
all directions and, therefore, the magnitude (3.12) may/
not be relevant. Let us represent all the eigen values/
of X'X by

If our interest is confined to directions lying in the /
linear manifold generated by kl' ...» k_then the value/
of (3.11) is X-! which may be small although X s/
large. Thus, the nearness of |X'Xi (which is equal to /
the productA | A, ...\ ) to zero due to A, being //
small is of no consequences for our purpose. Indeed one
can give examples X; and X2 of X where

A '

while Np(XiX)< X p(xsx,) and/sor  ox | <fox,| , /
in which case Xy is a better choice of the e.v.'s, al- /
though on the criterion of multicollinearity based on /
the least eigen value, XZ may be considered better.

Thus, one may define (3.11) as the degree of multi-/
collinearity in X taking into account the set of direc-/
Lions of interest. However, it must be understood that/
if data exhibit some degree of multicollinearity it is /
reflected in the standard errors being large (there is /
no method of avoiding it except by the use os suplemen-/
tary information). In such a case the width of the con-
fidence interval will be large and consequently the use-
fulness of the predicted value is reduced. Thus we have
a built-in safeguard against any rash interpretation of/
predicted values.

Let us consider two e.v.'s e; and e, with the //
C-matrix

1.00 0.99
0.99 1.00 (3.13)

The determinant of the correlation matrix is 0.0199 which
may be considered small indicating high multicollinearity
of the e.v.'s. The eigen values of (3.13) are 1.99 and /
0.01 so that the variance of the predicted values is pro-

portional to 0.503 in the direction (1:1) for standardised
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e.v.'s and 100 in the direction (1:-1). Thus if we are/
interested in the direction (1:1), the high variance for
the other direction is of no relevance. Indeed if the /
e.v.'s in the past exhibited no correlation, indicating/
perfect non-collinearity, the variance of prediction in/
the direction (1:1) would be proportional to 1.00 which/
is higher than that for the multicollinearity case (3.13)

Case 2: [X'X| =0 and |U'U| #0. U=X+W.

There is indeed multicollinearity in the strict sense
but is obscured by the umknown error matrix W, and case/
2 is indistinguishable from case 1 unless some additio-/
nal information is provided. Using the method of Teast/
squares the regression parameters would be estimated by

8 = (uwy oy (3.14)

with the associated D-matrix

02(U-U)'1

(3.15)
A

The predicted value in any direction k is k'8 with the /

attributed variance g2k'(U'U)" k.

Let U'U - X'X = G be positive definite*and the rank /
of X be r. Then there exists a matrix P such that

X'X + PAP', G = PP’ (3.16)

where A is a diagonal matrix with diagonal elements ///
A2 =N # 0,0,...,0. If Py is the i-th co-/
Tumn of P, then it is easy to see that Py -..P span X'X/
(or X') and no combination of P

rH1Y e Pn belongs to /
the linear manifold of X'X.

In terms of the P and A matrices

wuy = e yraen P (3.17)

A

The predicted value in the direction Py s P%ﬂ, where /
B8 is as given in (3.14). Then,

E(P18) = P, ) (D) TP (0 xeWx)

* If X and W are uncorrelated, then E{(U'U-X'X) is non negative defini-
te, but U'U-X'X may not be for all values of W.



o 1
- e + QgHxe,
142 142 N
s
i=t,...r (3.18)
= in’xs, i> r. (3.19)

where Q; is the i-th column of (P'l)‘. For i =1,...,r.

. . 1
E(PIB)-P! = ———

T3y

Pie+QiW‘XB (3.20)
which is of the order (1 + X; )-1 ignoring the error //
term in (3.20).
magnitude compared to those of X'X, A, are likely to be

If the elements of W'W are small in //

large and the bias in (3.20) may be small, provided the/
dinection of e.v.’'s 48 4in the Zinear manifold of X'X. //
But for i > r when P; does not belong to the linear ma-
nifold of X'X.

E(P{B) = Q}W'X8 (3.21)

the parameter /
under estimation, and whose magnitude depends only on //

which seems to have no relation to P;ﬁ

the errors in X. Thus any clain for P% E to be an es-/
timator of P%B for i >r is devoid of any meaning.

Let us examine the attributed variance of P% E /
which is apart from the multiplier o2

1 1

B e oA
=1, i>r. (3.23)

Thus if N; are large, the functions P; 8 for i =1, /
.., r, are estimated with reasonable precision. The //

variance associated with the proposed estimators of /
P; B for i>r are of a relatively large magnitude.

To sum up, if the e.v.'s had been observed without /
error, we might have discovered that linear functions of
the type P%ﬁ for i > r are not estimable. Non-recogno-
tion of errors when they exist might lead us to claim //
that P%ﬁ for 1 >r is also estimable and its estimate /
and variance are, respectively,
and (3.24)

Pis chi(Uvu)'1Pi
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If the rank of X is r, the estimator P;ﬁ for i> r will
be in the nature of pure noise subject to a large varian-
ce and bears no relation to the parameter P;f§ under es-/
timation.

In such a situation, wrong claims will also be made /
about functions k'S where k is a combination of P%'s for
The esti-/
mator k'8 may have large bias as well as large variance.

some values of i < r and some greater than r.

Thus large variance for a predictor mya be due to //
nonestimability as in case 2 or poor estimability as in /
case 1 of certain functions, and, often, it is difficult/
to distinguish between the two cases. The situation is /
not serious in practice provided due caution s excen- //
cised in using estimates subject Zo Large sitandard errons

(by computing confidence intervals).

An investigation on different lines when IX'X| = 0 //
and there are errors in X has been carried out by Rao //
Potluri (1973). The results obtained by him are of in-//
terest from a practical point of view.

4. VARIABLES WITH A FACTOR STRUCTURE

Let us consider y(d.v.) and x;» -++s Xy (e.v.'s) with
a factor structure, i.e., there exist hypothetical varia-

bles f1, ..., fk such that
Vo= aggEy reovag fov e (4.1)
x;= ai1f1 L aikfk *ei, i=1,...,m, (4.2)

where e,, e;, ...e  are uncorrelated among themselves and
also uncorrelated with the factors fy, ... How do /
we use the information of the factor structure (4.1, 4.2)

in predicting y using X1s eens xm?

) fk'

To understand the problem let us consider the case of
a single factor variable and the structure

Yy = %f te . x5 = f+e,

i+
i i i+1,..

.,m (4.3)

where the coefficients of f in xj can be taken as unity /
without Toss of generality. Further, let

VI£) = of, V(e;) = of. (4.4)



Then it is easily seen that the regression of y on f is

y': af (4.5)

and that of y on Xys «-es Xy is

2
a
2 (4.6)
- - - g2/42
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A noticeable feature of the regression equation is that/
as m increases, the coefficient of any fixed x decreases
and the sum of the coefficient is

raf (4.7)
o . .7

1+zui

a

which is near to a; as m increases. The square of the /
multiple correlation of y on X)s ---5 Xy is

2, 1 2 1
ap (‘* '—X';z—) Go * ;2—) (4.8)
1 o]

which has the upper bound
2 .2, 1
a9 *\%o " 7T (4.9)

This implies that as m— oo , the rate of reduction/
in residual variance of y given Xps sees Xy will be ///
small.

Suppose we fit the regression of y on Xps -ees Xg 7/
on the basis of n sets of observations on (y, X1 ...,xd
in the usual way. Then the magnitudes of the partial /
regression coefficients decrease as m increases while /
the standard errors of these coefficients might increase
from a certain stage of m value. The result is that if/
significance of these coefficients is tested at 5 per //
cent or 1 per cent level, a large number may be declared
insignificant.

When there is more than one common factor, a similar
situation arises. The number of regression coefficients
increase, but their magnitudes are subject to linear //
constraints. Since such constraints are not recognised/
in fitting the regression, the precision of individual /
estimators decreases as m increases. Further, there is /
a natural limit to the multiple correlation as m increa-
ses, and as a consequence tests on individual regression
coefficients become less and less powerful unless the /
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sample size is simultaneously increased.

The classical example of Fisher (1938) in the predic-
tion of high altitude acclimatization using 7 sea level /
characteristics may be explained by the phenomenon des- /
cribed above. In the formula with 7 characteristics, no/
coefficient was significantly different from zero at the/
5 % level of significance. Commenting on this phenomenon
Fisher observed:

This does not mean that the formula (s wonthfess, but
that all the individual coefficients might be varied //
Langely, and provided the othern coefficients were suita-/
bly adjusted, the predictive value would not appreciably/
be impaired. The formula in seven variables (s, there- /
fore, Lo a Large extent arbitrany and one orn more of the/
variables used must centainfy be redoundant.

Fisher proceeded to eliminate some variables one at a
time omitting each time the variable whose coefficient //
has the least F (or t) ratio, till the coefficients in /
the regression equation with reduced number of variables/
reached significance at the 5% Tevel. Fisher also provi-
ded another explanation for eliminating some of the va- /
riables arguing that the variance of the error of predic-
tion by the regression formula should not be below that /
of independent errors in the d.v. The use of more than /
four characters seemed to indicate spurious precision.

It is not clear what Fisher had in mind in stating //
that the regression equation is arbitrary indicating that
some variables are redundant. Perhaps he was referring /
to multicollinearity which is discussed in section 3 of /
the lecture. However, the situation as in Fisher's exam-
ple can arise when the variables have a factor structure/
as demonstrated in the simple case of a single factor. //
In such a case we may proceed as follows.

Let us again consider the structure as in (4.3) and /

denote X = (x; * ... * xm)/m. The regression of y on X/
is
a, .
Yy = ———r X.
T+m “Za; (4.10)

If the coefficient of x is estimated in the usual way /
from n sets of observations on (y,x), then no problem of/
the type encountered in the case of multiple regression /
coefficients arise. Error of prediction decreases as //
m— oo » and no variable need be considered redundant.
We note that x is an estimate (not necessarily the best)



of the factor variable f , so that the regression of y /.
on X is a close approximation to that of yon f. In /
practice one does not know the factor structure or the /
number of factors. In such a case the possibility of //
extracting factors using the estimated dispersion matrix
of (Xl' vevs xm) may be considered. Let ?1, 7 cees Kk be
estimated factors as linear combinations of x5 ..., X/
using any standard method of factor analysis. If the //
factor structure as in (4.1, 4.2) holds, then the usual/
regression of y on ?1, cies ?k may provide a better pre
diction formula than the usual regression of y on Xy -
ces X

The technique described above is, probably, well /
known to factor analysis, but has not been popular in /
statistical literature. However, attempts have been //
made by economists to use the dominant principal compo-/
nents of Xys wees Xy jn the prediction formula, which//
is not the same thing as using the factors unless the /
variances Uf = V(€ ) in (4.2) are nearly equal (see//
for instance Rao, 1955). Even under factor structure, /
the least important principal components may have high /
correlations with the d.v., and neglecting them may im-/
It must be understood ///
that the suggested method is applicable only when the //
factor structure of the type (4.1, 4.2) holds both fon//

dependent as well as fon explanatory variables.

pair precision of prediction.

5. ESTIMATION OF TRUE MEASUREMENT- AN ANOMALY

Suppose x is a true (unobservable) measurement of a
characteristic of an individual and y is the observed //
measurement subject to error, i.e., ¥y = x + e where e is
an error independent of x. The problem is one of esti-/

mating (or predicting) x given y.

Let us consider the bivariate distribution of (x,y).
It may be seen that '

(5.1)

E(y) = E(x) = o

Vy)

02+a2, covix,y) = of (5.2)

where of and of are the variances of the marginal dis-/
tributions of x and e respectively. By hypothesis, the /
regression of y on x is linear, which may not .imply that/
the negnession of x on y is Linean. The exact conditions
under which this happens is given in Rao (1974). If we /
assume that the regression of x on y is also linear, then
the regression equation is
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R oi
X = a+ (y-a}
62 02
. X e
2 2
[ o
= € a+ X
2 2 2 2 5
g + ¢ + .3
x e 9% 7 % (5.3)

y is an unbiased (or inverse regression) estimator of x /
and % is the (direct) regression estimator of x, which //
of,the error variance is zero. The
mean square errors (m.s.e.) of these two estimators are

are equal only when

o2
E(y-x)7 = o (5.4)
0202 2
E(x-x)% = —X&_ =% (5.5)
o2 + g2
X e

so that judged by the criterion of m.s.e. (or quadratic//
loss), the direct regression estimator & is better than /
the inverse regression estimator y.

In practice «, o,

and 0, may not be known.
if past data provide multiple determinations of the spe-/

However,

cified characteristic on at least some observed indivi- /
duals, then the parameters ¢, 0, may be estima-/
ted as shown in Rao (1965). Using estimates «,o0,, 0c,//
the regression estimator can be written

and O,

- -
S
X = 3 = a + = = ¥
02 g2 o2 + g2 (5.6)
x e x e

which will still be better than y provided the past data/
are sufficiently numerous and stable estimates of «, o, //
and g are available.

Let us consider a posible application of the estima-/
tion procedure described above. Suppose an individual /
goes to a hospital and the doctor wants an examination of
his blood cholestrol (b.c.) from the clinical laboratory/
which reports it as y units. It is known that the deter-
mination of b.c. is subject to error whose variance is /
Uf say. From past data on individuals referred to the /
b.c. test one may have estimates of o the general mean,/
Of the variance of true b.c. between individuals and af
the variance of error in an individual determination. /
Should the doctor, as a routine, use the estimator y or /
alternative regression estimator with possibly smaller m.

s.e., o2 o2

-
X = =% = a + 7 = Y

(5.7)



for diagnostic purposes? It may be seen that 8 is a /
biased estimator of x and |% -&|< |y -al , i.e., /
% deviates somewhat less from the general mean than y /
thus indicating a less pathological situation than that
revealed by y.

In order to answer this question, let us compute /
the mean square errors in y‘and & for given x, assuming

that o, g,,0, are known, which are

E [(y-x)z/x]= o2 (5.8)
. a2gh Y
E[(x-x)2 /x] = er P~ + 2°e2 3 (x-x)2
(°x+ae) (°e+°x) (5.9)

For given x (given individual) the m.s.e. of R is lar-/
ger than that of y when

2
(x-a)” > Zc)zc + ag (5.10)

although the over all (individuals) m.s.e. of R is /
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smaller than that of y. Thus, for large deviations of /
the true value x from the general mean, y is a better /
estimator than % and for small deviations the reverse //
holds. Since R underestimates (biased downwards) and //
underestimation in the case of large deviations may not/
be desirable from the point of view of medical diagnosis
and treatment, y seems to be a safer choice than x as an
estimator of the unknown x in an individual case.

Further, suppose an individual is put under treat- /
ment because of a large deviation of his b.c. from the /
general average and the b.c. level is tested every week.
Let y)» ¥p» .- be the observed values and %y, %y, ... /
the corresponding regression estimates. Since the re- /
gression estimates are biased towards the general ave- /
rage, the rate of recovery as indicated by the X series/
will be (biased) Tower than that for the y series which/
provides an unbiased estimate of trend. Thus, in the //
situation under consideration, y seems to serve a better
purpose than X. However, there may be other situations/
where individual considerations are not important and //
loss function is quadratic, which favour the choice of

R and y.
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ESTADISTICOS, ESTADISTICAS Y POLITICA PUBLICA

I. ESTADISTICAS

No puede haber un buen plan para ef progreso de fa econg
mia &in unos datos adecuados y no puede haber unos datos
adecuados 4in un buen pfan para obtenerfos. P. C. Mahala
nobis

Cualquier discusién de las estadisticas ofiales co--
mienza con un recuento de sus defectos en términos de /
lagunas, economfa, oportunidad, exactitud, presentacién,
fases prioritarias, personal, coordinacién interdeparta-
mental, etc., y termina con sugerencias y esperanzas de
progreso. Se nombran comisiones y se constituyen comites
periédicamente para profundizar en los problemas de Tlas
estadfsticas oficiales y se hacen recomendaciones para /
su mejora.

Hay naturalmente algunas limitaciones inherentes en
el desarrollo de sistemas estadfsticos eficientes. Algu-
nos de los requerimientos como la oportunidad y el coste
entran en conflicto con la demanda de exactitud e infor-
macién mds detallada. Los recursos, la pericia y el per-
sonal necesario en cualquier momento para mantener un /
sistema estadfstico coherente y para planificar la cre--

45

ciente demanda de informacién son a menudo desatendidos

por los Gobiernos. Naturalmente de cualquier forma si---

guen existiendo defectos a pesar de los continuos esfuer

z0s que se hacen para remediarlos. Sin embargo, actualmen
te, las estadfsticas oficiales de cualquier pafs estédn en
mejores condiciones de 1o que solfan estarlo anteriormen

te.

Esto se debe principalmente a la creciente demanda /
de Estadfsticas en orden a formular planes nacionales pa
ra el desarrollo socio-econdémico que cualquier pafs desa
rrollado trata de realizar para mejorar la calidad de vi
da de sus gentes.

La planificacién implica una valoracién del presente
comparado con el conocimiento y la experiencia del pasa-
do y el establecimiento de metas para el futuro. Deben /
examinarse las tendencias econémicas anteriores y deben
determinarse los insermos actuales necesarios para lo---
grar objetivos futuros especfficos.

Todos estos procesos requieren el uso de la estadfs-



tica en sus dos aspectos, datos y metodoligfa. De hecho
el desarrollode las estadfsticas es un requisito previo
para la formulacién de los primeros planes socio-econémi
cos. La demanda de estadfsticas puede incrementarse en /
el futuro cuando la planificacién hecha a nivel nacional
se extienda ahora a niveles regionales y subregionales.

Todo esto requiere Ta formulacién de un extenso plan
en base a un sistema nacional de estadfstica coordinado
y la creaci6én de un departamento especial en la Oficina
Nacional de Estadfstica con un grupo de expertos encarga
dos de las siguientes responsabilidades:

- Revisidén y mejoras periédicas en los métodos /
existentes de recogida y recopilacién de datos /
en dreas tradicionales como agricultura e indus-
tria. Como dice Claus Moser (1), Hay una tenden
cda inherente en fas senies econémicas a deterio
rarse a menos que se haga un buen thabajo de man
tenimiento.

Evaluacién de las necesidades de datos para re--
solver los nuevos problemas que continuamenté /
surgen cuando se tomas decisiones polfticas.

- Planificar la recogida de datos de censos espe=~
ciales y encuestas muestrales en dreas donde no
es posible conseguir informacién a través de los
canales normales administrativos.

- Establecer las prioridades en la recopilacién y
publicacidn de datos.

- Organizar (2) periédicamente seminarios y reunio
nes con la participacién de estadfsticos del Go-
bierno y especialistas de fuera para discutir /
mejoras de datos y para evaluar las necesidades
futuras de datos.

- Evitar duplicidades y coordinar las actividades
estadfsticas de los diversos organismos guberna-
mentales.

E1 d1timo aspecto, la coordinacidén, es extremadamen-
te importante si un pafs tiene un sistema estadfstico /
descentralizado. Pero la coordinacién es también una la-
bor diffcil y puede haberobstrucciones administrativas y
técnicas de diffcil resolucién

2. ESTADISTICOS

«.. La ciencia estadistica ha sido el aspecto peculiar /
def progrneso humano que ha dado al siglo XX su cardeten
especial ... es al estadistico a quien La presente ena /
transgorma para La mis esencial de todas sus actividades
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m&s importantes. R. A. Fisher.

Cuales son las funciones de una oficina de estadfsti-
ca y las responsabilidades de los estadfsticos del Gobier
no y del director de una oficina de estadfstica?. Consis-
te su trabajo principalmente en recopilar estadfsticas pa
ra posibles usos de otros (por ejemplo, andlisis e inter-
pretacién estadfstica)?. Deben también dedicarse al andli
sis de datos y ayudas a los polfticos en 1a toma de deci-
siones?. Hay opiniones diversas en cuanto a estos
Voy a referirme a un artfculo de Subramaniam quien ci
ta los archivos del perfodo britdnico en la India para /
resaltar dos diferentes opiniones.

temas.

Comentando sobre el papel del Director de Estadfstica
la Comisién Industrial de India de 1918 decfa:

EL Director de Estadistica debe sen sofamente un ofdcial
necopiladon. Su nelacidn con Las estadisticas debe sen me
namente aritmética, es decin, no debe hacer comentarios /
sobre ellas.

La preparacion de previsiones era un asunto aliamente téc
nico. La prdetica exdistente pon £a cual el Directon de E4
tadistica era nesponsdable de aprobar Las previsiones de /
Los encargados provinciales, fue derogada. Dicha tarea se
rda més apropiada para sen nealizada pon un responsable /
Lécnico con experiancia genenal de La agricultura hindi.

Por otra parte la Conferencia Estadfstica Imperial /
que tuvo Tugar en Londres en 1920 apuntaba:

EL trabafo aritmitico de un estadistico oficial constitu-
ye solamente el trabajo preparatorio y menos imporntante /
de esta oficina. S{ se ignorase este principio, Los servd
cios mds importantes que en base al trabajo estadistico,/
4e pueden nendin a £a comunidad, serian sacrificados.

Los anteriores puntos de vista contrarios, mantenidos
desde hace mds de 60 afos, todavia persisten a pesar de /
la aparici6n de la estadistica como una disciplina separa
da y el reconocimiento de la estadfstica como una herra--
mienta indispensable en Tas investigaciones cient{ficas,
especialmente en las ciencias sociales y en la toma de de
cisiones.

La distincién entre abastecedores y usuarios de la es
tadfstica es desafortunada. Si es responsabilidad del es-
tadfstico suministrar datos (tifes que sean actuales, pre
cis0s y 44n Lagunas, é1 debe tener una idea apropiada de
la utilizacién posterior de los datos y también estar in-
volucrado personalmente en andlisis de datos y en la reso



lucidn de problemas. La utilidad de los datos no se pue-
de entender en términos absolutos. No existen datos com-
pletamente exactos (5), (6) 6 sin lagunas. Su valor es
relevante sélo en términos de su utilidad para resolver

problemas determinados.

No se sugiere que las oficinas de estadfstica guber-
namentales se transforman en departamentos de investiga-
cidén para producir artfculos académicos, pero una ofici-
na de estadistica debe tener las necesaria experiencia /
para realizar las siguientes funciones:

métodos
de recogida de datos (tipos de cuestionarios a

(i) Encargarse de la investigacién de los

utilizar, contratacién de agencias para la re-
cogida de datos, métodos de depuracidén e impu-
tacidén, informacién secundaria Gtil para detec
tar errores e ilustrar resultados).

(i1) Hacer un mfnimo andlisis estadfstico que ayude
a juzgar la edecuacidn de los datos dados para
tomar ciertas decisiones polfticas y a evaluar
los errores que se cometen al hacer previsio--
nes. Este tipo de investigacién debe orientar-
se a la mejora de datos, a 1a compilaci6n de /
sfntesis de resultados mds significativos ta--
les como nimeros Tndice, estadfsticas input- /
output, andlisis de series cronolégicas, pre--
dicciones a corto plazo dtiles al Gobierno pa-

ra tomar decisiones administrativas diariamen-
te.

Las funciones de una oficina estadfstica deberian de
ir mds al1d de la recogida de datos, amplidndose a su /
andlisis que es necesario para mantener un sistema esta-
distico apropiado, para hacer posibfe una mayon comunica
citn sobre Los datos que necesitan Los que toman decisic
nes y para informantes de fa capacidad actual de £a esita
distica.

3. POLITICA PUBLICA

No hay que negar que muchas decisiones politicas to-
madas porn ef Gobierno que nos agectan a cada uno de noso
Zros dependen crucialmente de su base estadistica, ain -
mis de puede argumentar que ninguna otra profesion tiene
actualmente tanta responsabilidad en Los asuntos pibli--
cos como nosotros (los estadfsticos). Claus Moser.

Cual es 1a mejor forma en que los estadfsticos guber
namentales pueden contribuir a los esfuerzos nacionales
para el beneficio de 1a humanidad? Como pueden ellos ayu
dar al gobierno especialmente en los pafses en vias de /
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desarrollo, a encontrar nuevas férmulas que acaben con la
pobreza y aseguren un deseable crecimiento econémico?

La eficacia de un gobierno depende de la naturaleza /
de las decisiones que toma. La calidad de las decisiones
a su vez depende de la disponibilidad de datos actuales y
precisos y también de 1o que es igualmente tan importante
un correcto andlisis estadfstico de los datos. La recopi-
lacién de datos y el andlisis estadfstico requieren habi-
lidades para cuyo ejercicio el estadistico estd especial-
mente entrenado. Por lo tanto, un estadfstico tiene la /
responsabilidad y un importante papel que jugar en los
problemas nacionales. Argumentar que un estadfstico no /
tiene cabida en la mesa de decisiones politicas y que €1
es solamente un observador de hechos puros, es ignorar el
cuerpo entero de la rama especializada del conocimiento /
conocida como metodologfa estadfstica por la cual se 1le-
ga a decisiones Gptimas a partir de restricciones dadas y
para lograr las metas deseadas.

Muchos pafses tienen adecuadas facilidades para prepa
rar a los estadfsticos a diversos niveles, y también sis-
temas estadfsticos nacionales bien desarrollados en rela-
ci6n a datos estadfsticos rutinariamente recogidos en 1la
Administracién, asf como en relacién a datos especfficos
recogidos a través de censos y encuestas muestrales. Sin
embargo a pesar de tanta experiancia y competencia esta--
dfstica, de tantos datos estadfsticos y disponobles, debo
confesar con un sentimiento de insatisfaccién que la cien
cia y la profesién estadistica no estdn cumpliendo su co-
metido de Tograr un mejor entendimiento cuantitativo de /
los problemas socio-econdmicos y de sugerir y proponer S0
luciones factibles a los mismos. La razén de este serio /
fallo proviene de la falta de relacién entre los diferen-
tes grupos de expertos que parece que trabajan indepen---
dientemente unos de otros. Tenemos estadfsticos profesio-
nales que recogen datos sin estar enterados de sus usos,
estad$iticos académicos que desarrollan teorfa estadfsti-
ca para el andlisis de datos sin ninguna relevancia res--
pecto a los problemas reales y cientfficos sociales que /
formulan decisiones polfticas basadas en datos con los /
cuales no estdn familiarizados, usando andlisis estadfsti
cos que pueden ser no eficientes.

Como podemos unir a todos estos expertos, coordinar /
sus actividades y usar sus conocimientos especializados /
para lograr los mejores resultados posibles? Estoy conven
cido de que esto sélo se puede 1levar a cabo mediante un
proceso gradual. Sugiero que este esfuerzo debe hacerse /
en varias direcciones:

- Los departemantos estadfsticos en las Universi-



dades se han mantenido o bien integrados en los
departementos de matemdticas, o donde son inde-
separados
de las 4reas aplicadas en general y de las cien

pendientes, han tendido a mantenerse

cias sociales en particular. En los departamen-
tos de Ciencias Sociales el cuerpo de profeso--
res y los estudiantes no sélo carecen de una /
adecuada experiencia matemdtica sino que de he-
cho son generalmente débiles en razonamiento ma
temdtico y cuantitativo. Por tanto, hay un gran
vacio entre las Ciencias Estadisticas y las /
Ciencias Sociales en las Universidades. Se de--
ben realizar serios esfuerzos en reorganizar /
cursos de estadfsitca y ciencias sociales para
1lenar ese vacio y formar estadfsticos profesio
nales con predisposicién hacia las aplicaciones
y profesionales de ciencias sociales con una /
tendencia cuantitativa y competentes en andli--
sis cuantitativos.

- Se debe reclutar a la vez estadisticos y de /
ciencias sociales en las oficians de Estadfsti-
ca y en las divisiones polfticas del gobierno /
para proporcionar una apropiada conjuncién de /
personal con diferentes técnicas que actden con
juntamente y produzcan los mejores resultados /
posibles.

- Debe tenerse en cuenta la posibilidad, de invi-
tar a expertos de Universidades e Institutos de
Investigacién para trabajar en las oficiins de
estadfstica gubernamentales y la de enviar esta
dfsticos del Gobierno a ensefiar en las Universi
dades aspectos précticos de la estadfstica. Tal
cambio de expertos debe dar unos efectos benefi
ciosos al mejorar la eficacia y utilidad de las
oficinas de estadfstica del Gobierno y también
en la creacidén de estadfsticos mejor preparados
para trabajar en las oficinas estadfsticas des-
pues de completar su educacidén universitaria.

E1 hacer polftica ya no es un juego de imprevisibles
posibilidades de acierto o un negocio a la aventura. Aho-
ra estd dentro del campo de las técnicas de la ciencia el
tomar decisiones éptimas sobre la base de la evidencia /
disponoble y los resultados pueden ser continuamente con-
trolados por realimentacidén y control.

4. ALGUNOS PROBLEMAS NUEVOS

... Los niesgos que implica fa politica econdmica
y social son enormes y nosotros (los estadfsticos) te
nemos una buena parte de La responsabifidad. Harold
Wilson.
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Hay grandes &reas de la estadfstica social que estdn
descuidadas porque su importancia en el contexto de la /
planificacién no ha sido bien entendida. En un reciente /
estudio , se hizo una comparacién de los perfiles so--
cio-econdmicos de seis pafses durante el perfodo 1950- /
1965. Se encontré que la presencia o la ausencia de rigi-
deces en la estructura social, y las divisiones basadas /
en las diferencias étnicas influyen en el crecimiento eco
némico. La consideracidn de factores sociales ha introdu-
cido una nueva dimensidn en la planificacibén econémica y
da una mayor responsabilidad a los estadfsticos para desa
rrollar un sistema integrado econémico y social de Esta--
distica, y para dirigir estudios sobre la influencia de /
los factores sociales en el desarrollo econémico.

Mientras que tenemos estadfsticas econdmicas adecua--
das para calcular magnitudes como el PNB, no tenemos adn
datos bdsicos sobre aspectos sociales tales como ingresos
y gastos de familias, tamafio de la familia, status educa-
cional y sanitario de los individuos, que son necesarios
para construir indicadores sociales. Creo que aproximada-
mente dos de cada cinco estadfsticos profesionales en U.K
estdn ahora trabajando sobre estadfsticas sociales. Este
porcentaje era muy pequefio hace cinco afos, 1o cual indi-
ca la gran prioridad concedida a las estadfsticas socia--
les, en el U.K. (Reino Unido) en los Gltimos afios. E1 uso
de indicadores sociales como funciones objetivas ademds /
del PNB es muy importante para la planificacién de los /
pafses en vfas de desarrollo.

Durante mucho tiempo hubo la creencia general de gque
cualquier tipo de educacidén confiere habilidades producti
vas al educado, el unico tema a debatir era si el flujo /
de ganancias adicionales que acumula el educado a causa
de las habilidades adquiridas puede compararse al del no
educado en proporcidn al costo de la educacibn. En resu--
men, desde el punto de vista ortodoxo la adquisicidén de /
educacién es como cualquier otra inversifn, sélo que per-
tenece al ser humano. Tenemos aquf por consoguiente la /
teorfa del capital humano.

Recientemente, a causa de las realidades observadas /
ha surgido un punto de vista totalmente nuevo y contradic
torio del capital humano. Es la denominada Teonia de £a /
Seleceidn de la educacidn, expuesta entre otros por /
Kenneth J. Arrow Premio Nobel de Economfa. Una versidén ex
trema de esta teorfa sostiene que la educacidn no confie-
re habilidades. La contribucidn productiva del individuo
a la sociedad depende s61o de su habilidad innata y no de
la educacién. Por otra parte los que poseen una mayor ha-
bilidad tienen una mayor posibilidad de éxito de obtener

grado universitario. En este caso el grado universitario



sirve dnicamente como {iftro 6 criba para separar aque--
11os con habilidades innatas potencialmente mayores, del
resto. Adn asf cuando desde el punto de vista de la so--
ciedad el grado universitario no confiere ventajas pro--
ductivas, y cualquier utilizacién de los recursos en pro
porcionar una educacién universitaria es un gasto initil
el obtener un grado universitario es evidentemente una /
ganancia positiva para los individuos y ofrece a los em-
presarios informacién ademds de los gque tienen mayor ha-
bilidad innata obteniendo asf sueldos mds altos. La ven-
taja para los empresarios es también evidente, pueden /
contratar empleados con mayores capacidades innatas eli-
giendo aquellos con grado universitario. Esto no es sor-
prendente, por ello hay una demanda creciente de educa--
cién, que los gobiernos estdn forzados a satisfacer. La
rdpida expansién de la educacién, particularmente la su-
perior, es un indicador en esta direccién. Naturalmente
este es un punto de vista extremo, algunos tipos de edu-
cacidén denominadas educacidén técnica y vocacional eviden
temente confieren habilidades. Pero la mayor parte de la
expansién en nuestra educacién superior consiste en pro-
veer de un grado universitario en ciencias o en Letras y
aquf parece bastante probable que la toeria de £a selec-
cion sea relevante.

Es de gran importancia conocer si la educacién con--
fiere habilidades o no y que tipo de educacién confiere
habilidades dtiles. Aunque en el pasado se han hecho in-
tentos para estimar estadfsticamente la contribucién de
la educacidén en las diferencias observadas de los sala--
rios de los educados (universitarios) comparados con las
de los no educados, la mayor parte de estos cdlculos no
son satisfactorios porque se confunden los efectos de las
habilidades innatas con las que proporciona la educacién.
Cualquiera que pueda desarrollar elementos estadfsticos y
técnicos para aislar los efectos de la educacién, propor-
cionard una base polftica educativa racional para un buen
nimero de pafses en vfas de desarrollo y de pafses pobres

Otro problema que interesa actualmente es la situa---
cién de personas desnutridas en pafses en vias de desarro
1lo. Los unicos datos disponobles de cada pafs son estima
ciones indirectas del consumo de alimentacién per cépita
(con un coeficiente de error desconocido) y unas distribu
ciones empfricas de los ingresos (gastos) con foda su fal
Za de fiabilidad. Adn disponiendo de estimaciones fiables
de estas cantidades, no es posible obtener estimaciones /
vdlidas de las personas desnutridas en cada pafs sin ha--
cer algunas suposiciones sobre ingestién de calorfas, /
elasticidad de renta, modelos de distribucién y variabili
dad desconocida de las necesidades calor{ficas individua-
les. las estimaciones recientes del nimero de personas /
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desnutridas hechas por la FAO y del Banco Mundial difie-
ren considerablemente porque estdn basadas en diferentes
conjuntos de suposiciones. Es diffcil justificar cual---
quiera de las dos estimaciones a la vista de la extrema
falta de adecuacién base de los datos y a las hipotesis
hazonablfes hechos por estas organizaciones. Creo que la
FAO proyecta una encuesta mundial para recoger datos a /
fin de determinar la extensién de la desnutricién en los
pafses en vias de desarrollo. Este es un problema intere
sante y extremadamente importante donde los estadisticos
y los profesionales de ciencias sociales pueden colabo--
rar haciendo una contribucién Gtil.

5. CONCLUSIONES
Para concluir digamos To siguiente:

Las responsabilidades de los estadfsticos no termi--
nan sélo con proveer datos actuales y precisos. Deben /
participar en el andlisis e interpretacién de los datos.
El andlisis de datos también permite la retroalimenta---
cién para su mejora y para las futuras necesidades de /
los mismos.

Debe haber una mayor colaboracién entre los estadfs-
ticos y los profesionales de ciencias sociales que puede
conseguirse mediante intercambios convenientes de los /
cursos que se dan en las Universidades, y en 1a polftica
de reclutamiento de los departamentos gubernamentales pa
ra conseguir la necesaria interaccidn entre estadfsticos
y profesionales de ciencias sociales.

Con el énfasis dado a Tos indicadores sociales y Tos
fndices de desarrollo se han abierto nuevos caminos en /
las estadfsticas oficiales haciendo recaer responsabili-
dades mds pesadas sobre los estadfsticos gubernamentales

ET conocimiento estadfstico es un recurso nacional y
como tal debe ser explotado.

Las buenas estadfsticas no pueden sustituir a los /
buenos estadfsticos y de forma similar los buenos esta--
dfsticos no sustituyen a las buenas estadfsticas. Necesi
tamos de ambos. Pero esto no es suficiente, también es /
necesario que los estadfsticos trabajen junto a Tos poli
ticos en la toma de decisiones, si es que el pafs quiere
beneficiarse al mdximo del conocimiento estadistico dis-
ponible.

En un discurso dirigido a los delegados de la Inter-
national Statistical Conference que tuvo lugar en 1951 /
el entonces Primer Ministro de 1a India Jawaharlal Nehru
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destac6 la importancia de las estadfsticas para compren- dos nrespondamos a Las preguntas sin conocer cuales /
der los problemas del pafs y buscar soluciones. Sus pala son. En otrnas palabras Zodo el mundo estd buscando /
bras fueron: algin remedio sin conocer cual es La enfermedad.
Yo creo que en fa India, y posiblemente en otras La estadfstica es una entrada al conocimiento y al /
partes del mundo tambidn, se estd haciendo un inten- progreso, un pafs depende vitalmente de la eficiencia de
to de responden preguntas antes de haberfas hecho. / su sistema estadfstico.

Desde fuego este e un hecho extraondinario, que Zo-
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Claus Moeser (1976). El papel de la offcina central de Estadfstica,
como asistencia a los usuarios piblicos. The American Statistician,
30, 59-66.

En la India, la Econometric Society mantienen seminarios periddicos
sobre las bases de datos de la economfa de la India Y publicaciones
con los trabajos presentados sobre las necesidades y perfecciona---

miento de los datos junto con recomendaciones para el Gobierno.

Puede hacerse referencia al artfculo "Informe y Comentarios sobre /
el desarrollo del Sistema Estadfstico Federal", The American Statis
tician, 35, 183-209, fechado en Noviembre 1981.

Subramanian S. (1969), Sabidurfa Estadfstica - vieja 6 nueva J. Roy
Statist. Soc. A, 132, 229-234.

Weirus, ffsico alemén del siglo XVI, tiempo en que la mayorfa de /
los pafses europeos estaban afligidos por el miedo a los demonios y
las brujas, calculd que exactamente 7.405.926demonios habitaban Ta
tierra. La mayorfa de la gente pensé que la cifra 7.405.926, era /
bastante exacta porque para ellos eran en realidad y Weirus era un

hombre instrufdo.

La historia trata sobre un hombre que cuando se le pregunté acerca /
de 1a edad de un cferto rio replicé que tenfa 3.000.004 afos. Cuan-
do se le pregunt6é como podfa dar una cifra tan exacta, su respuesta
fué que hace cuatro afios se le informé que ese rio en particular te

nfa tres millones de afos.

Informe de 1a U. N. Research Institute for Social Development, Gine

bra, titulado “Levels of Living and Economic Growth".
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UN EJEMPLO NATURAL DE UNA DISTRIBUCION
BINOMINAL PONDERADA

1.- UN RESULTADO EMPIRICO

Si se pide a cada estudiante de sexo masculino de //
una clase que escriba el nimerc de hermanos y de “herma-
nas que tiene, incluyéndose é1 mismo, surge la siguien-
te cuestién. Sea h el nimero de estudiantes de sexo mas-
culino interrogados, y B y S el nimero total de hermanos
y hermanas que tienen. ;Cdal serfa aproximadamente el va
lor de B/(B + §)

de hijos? La tendencia general es decir, que B/ (B + S}

, la razén de hermanos al ndmero total
se aproxima a 1/2 o es ligeramente superior. La res- //
puesta es,por supuesto, errénea. Sorprendentemente, cuan
do el nimero de muchachos en clase no es muy peguefio, se
puede hacer una prediccfén exacta de las magnitudes rela
tivas de B y de S y de 1a razén B/( B + S} . Esto debe
anunciarse como un teorema empfrico.

Teorema Empfrico: Sean k los muchachos observados en
una clase o en cualquier agrupacién que tienen un total/
de hermanos (incluidos ellos mismos) y un total de S //
hermanas. Entonces pueden hacerse las predicciones si- /
guientes:

(i) B es mucho mayor que S.
(ii) B ~ k es aproximadamente igual a S.

(iii) (B - R)/(B + S -k} se aproxima a %
{iv) B/{B + S) es mayor que ’ ,[B/(B + Sﬂ -[K/Z(B + Sﬂ
se aproxima a %.

Antes de dirigir el experimento ha escrito el teore
ma en un folio y se lo he dado a uno de los estudiantes
en un sobre cerrado, que se abrird después de que sean
recogidos los datos para su verificacién. Los papeles /
de B y de S estdn invertidos en el Teorema Empfrico si
los datos se obtienen en una clase o agrupacién de mu-
chachas.

La Tabla 1 ofrece una recopilacién de datos de es-
tudiantes del sexo masculino comprendida entre 19 y 24
afios y que estdn estudiando cursos de Estadfstica en //
Universidades de diferentes lugares y paises. La coinci
dencia con los valores predichos parece ser buena como
To indican las figuras de las tres Gltimas columnas.los
valores de las dos ¢ltimas columnas se aproximan %. Ade

més, Ay B - k estdn en razén 1:1.
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En la Seccién 2 se da un esbozo del modelo en el que
estdn basadas las predicciones.

2.~ CONSIDERACIONES TEORICAS-MUESTREO PROPORCIONAL AL TA
Mo

Empecemos con una distribucién binomial b(n, ) con
fndice n y probabilidad de acierto n. La probabilidad de
n aciertos es

n
o) - W on=0,1,...,n

Construyamos otro modelo donde la probabilidad del e
vento x-ésimo se cambia a

n
cp( )r%l—n)mr, =0, .50
r

donde P, son los nimeros no negativos asignados y c es /
la constante normalizada. Obsérvese que la distribucién/
(2.2) es aplicable si hacemos a partir de (2.1) 1o que /
los estadfsticos encargados de las encuestas 1laman mues
treo proporcional al tamafio de 1a muestra, es decir, da-
mos probabilidades desiguales a los eventos con diferen-
tes valores de x. En un trabajo anterior (Rao, 1965) 1la
distribucién (2.2) se definfa como una distribucién bi-
nomial ponderada. En un estudio reciente de Patil y Ord.
(1975) vienen dados los desarrollos subsecuentes sobre /
dichas distribuciones, asf como en las referencias dadas
en su trabajo.

(2.1)

(2.2)

E1 caso pixn es de mucho interés. En este caso, (2.2)
se reduce a

. -1 - -
(n )vrl (1 - " r’ n=1l,...,n
r-1

que es de nuevo binomial con fndice n y 1a observacién 2
reducida en una unidad. Si el modelo apropiado para nues
tro muestreo es (2.3), entonces E{r - 1) = (n - 1}7 dan
do

(2.3)

E(r) = nw + (1 - 7 (2.4)

y no nm como en el caso (2.1)

Interpretemos los datos recogidos a los muchachos en
funcién de la nueva distribucién (2.3) con eleccidén espe
cial de p,<n en (2.2). La distribucidén del nimero de hi-
jos varones en familias con un nimero dado de hijos, di-
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1.

Verificacién de las predicciones basadas en los datos recopilados sobre estudiantes de sexo masculino de edades entre

19 y 24 afios.
Fuente y fecha de la encuesta k R S B - K 3 28 - k B-k
B+S 2(B + 5) B-k-5
Teheran (Iran Abril 1975 21 65 40 44 .619 .519 .524
Ispahan (Iran) Abril 1975 11 45 32 34 .584 .513 .515
Tokio (Japdn) Junio 1375 50 90 34 40 726 .524 . 540
Delhi (India) Febr. 1975 29 92 66 63 .582 .490 .488
Calcuta (India) Agos. 1963 104 414 312 310 .570 .498 .498
Waltair (India) Junio 1969 39 123 88 84 .583 .491 .488
Ahmedabad (India) Agos. 1975 29 84 49 55 .632 .523 .529
Bangalore (India) Agos. 1975 55 180 127 125 .586 .496 .497

gamos n, es b(n, 1/2), es decir, binomial con 7 = 172 /
(a1 menos aproximadamente). Supongamos que elegimos una
familia de acuerdo con algin mecanismo, el cual no pro-
porciona probabilidades iguales a las familias, sino //
probabilidades proporcionales a 1os nimeros de sus hi-
Jos varones. Entonces el modelo apropiado para nuestras
observaciones es (2.3) y no (2.1).

Asf, si b y 4 son los nimeros de hermanos y hermanas
en una familia como nos informé un muchacho, resulta:
b+s-1

2
donde E{x/y) designa la esperanza condicional de x, da-
do y. Si (bi. Ai), 4 =1,..., k son observaciones sobre
muchachos, entonces, con B = I bi’ S=1 si,

E(b - 1/b + s) = (2.5)

E(B-kg.g.s):hu (2.6)
2
To que implica
£ _L_L] (2.7)
B+S-k
Yy
(2.7)

£ B _ k .
B+S 2(B +5)

Los resultados en (2.7) forman la base de los-enunciados

(i} - (iv) del Teorema Empfrico, utilizando los teoremas

del 1imite habituales. Podemos establecer el sequndo re-
sultado en (2.7) de 1a forma

B
B+

|

es aproximadamente

N

2f (2.8)
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donde § = (B +S)/k,el tamafio de Ta familia media. De este
modo, B/( B + S ) sobre estima 1a verdadera probabilidad/
en (%f).

3.- DISCUSION ACERCA DEL MECANISMO DE SELECCION

Demostramos el Teorema Empfrico sobre la suposicién /
de que 1a probabilidad de seleccién de una familia es pro
porcional al ndmero de hijos varones. Esto es cierto si /
nuestra estructura de muestreo es la relacién de todos //
Tos hijos varones y se selecciona una familia cuando se /
observa a un hijo varén perteneciente a ella. Pero nues-
tra estructura de muestreo es un poco diferente, siendo /
los hijos varones de un grupo de determinada edad.

Designemos a un hijo varén de este grupo de edad por
M y supongamos que aquf solamente puede haber uno con //
edad M en una familia. Entonces, debido a la naturaleza/
de nuestra estructura de muestreo, la probabilidad de que
la familia seleccionada tenga 2 hijos varones de n es

P(r/M, n) = cP(M/r, n) (:) o (1 -m )r (3.1)

donde ¢ = 1/P(M/n) y P(M/r, n) = Pr’ es decir, es la pro-
babilidad de que una familia con x hijos varones entre n
una edad M(r = 1, 2,..., n). Supongamos que selec-
cionamos al azar un hijo varén del grupo de todos los hi-

tenga

Jjos varones, pertenecientes a familias que tienen « hijos
varones entre n. La probabilidad de que el hijo seleccio-
nado sea de edad M es n'lp ; que
n_lp = np,s €n cuyo caso, es aplicable
el modelo (2.3) (haciendo Py = 0) . En los datos de la Ta
bla 1 parece aplicarse dicho mecanismo. He recogido datos
similares procedentes de estudiantes graduados y profeso-

Si es razonable creer
=p,» entonces p
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2.

Resumen de datos recopilados sobre estudiantes graduados y profesores universitarios de sexo masculino (25-60 afios)

Fuente y fecha de la encuesta k S B 2%~k 8ok
ente ¥y 8 B -k B-S 2(8 + S) B-k-S
Varsovia (Polonia) Agosto 1975 18 41 21 23 .660 .525 .523
Poznan (Polonia) Septi. 1975 24 50 17 26 .746 .567 .605
State College (USA) Agosto 1975 30 87 39 47 .690 .571 .546
Bilbao Septi. 1983 24 95 56 71 .629 .549 .559
TARLA 3.

Resumen de datos recopilados sobre estudiantes graduados y profesores universitarios de sexo femenino (20-40 afios)

Fuente y fecha de la encuesta k s B S - k S 25 - k S -k
B+S 2(B + S) B+S -k

Poznan {Polonia) Septi. 197§ 20 42 15 22 737 .562 .594

State College (U.S.A.) Agosto 1975 12 34 16 22 680 .560 579

res de Departamentos de Estadfstica, del grupo de edad /.
comprendido entre los 25 y los 60 afios, en otras tres //
universidades, Pennsylvania State University, en el sta-
te College de Estados Unidos, en Agricultural Universi-/
ty Poznan (polonia) y en la Universidad del Pafs Vasco /
en Bilbao. Ademds, los datos también fueron obtenidos de
las delegaciones asistentes a una conferencia sobre la /
ensefianza de 1a estadfstica en Varsovia (Polonia). Los /
datos y valores predichos de acuerdo con el Teorema Emp{
rico estdn recogidos en la Tabla 2 para hombres y en 1la
Tabla 3 para mujeres. Se ve que los valores en las dos /
Gltimas columnas de la Tabla 2 y de 1a Tabla 3 son algo
mayores de %, indicando la posibilidad de que las proba-
bilidades del muestreo para las familias son mayores que
los cocientes, en el caso de estudiantes graduados y pro
fesores universitarios.Esto puede esperarse cuando los /
estudiantes graduados y profesores universitarios estdn/
supeditados a seleccién bietdpica, una cuando ingresan /
en la facultad y otra cuando son seleccionados para ///
puestos de investigacién o de ensefianza. En la primera e
tapa, las probabilidades de seleccionar a un muchacho de
una familia con x muchachos de n puede ser proporcional/
a n. Esto da lugar a la distribucién binomial ponderada/
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discutida en la seccibén 2. Si los investigadores y profe
sores son reclutados entre aquellos que han completado/
estudios medios y se han licenciado, parece que debe ha-
ber una seleccién mayor a favor de las familias con un /
nimero mayor de varones. Serd de interés determinar que/
probabilidades de seleccidn operan en las dos etapas.
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INFERENCIA DEL MODELO LINEAL CON LOS EFECTOS ESTABLECIDOS -

RESULTADOS RECIENTES Y DIVERSAS RESPUESTAS.

1.- INTRODUCCION

Se considera el modelo general de Gauss-Markoff

V= X+ ¢, eqf0,0%V) (1.1)

donde las matrices X y V pueden ser deficientes de ran
go, se analizan los resultados recientes sobre inferen
cia del modelo (1.1) cuando B y o® son desconocidas y
se presentan algunos problemas de interés en aplicacio
nes prédcticas. La Seccién 2 trata de las aproximaciones
unificadas a la estimacién Tineal insesgada 6ptima apli.
cable al caso general, cuando X y V son posiblemente de
ficientes en rango. La Seccién 3 presenta criterios pa-
ra la estimacién como alternativas a la insesgacidad y
a la varianza mfnima. La Seccién 4 trata de estimacién/
y prediccién simulténeas. La Seccién 5 estd dedicada a
la robustez de algunos procedimientos de inferencia. La
Secci6n 6 presenta Tos conceptos de suficiencia y com-/
plitud en Tos modelos lineales sin hacer hipétesis so-
bre la distribucién. La Seccién 7 estudia la selecci6n/
del modelo con propésitos de prediccién. La Seccién 8 /
examina un aspecto no deseable de los estimadores empf
ricos de Bayes. Los temas no incluidos explfcitamente /
son la admisibilidad de los estimadores lineales [Rao,/
(1976); Klonecki, (1979); La Motte, (1980)}, la robus-
tez de estimadores para errores en la especificacién /
de las matrices X y v [Rao, (1967a); Zyskind, (1967)1 ,
Yy la estimacién XB cuando V tiene una estructura espe-
cffica con pardmetros desconocidos [Rao, y Kleffe, ///

(1980)].

En esta conferencia se utilizan las notaciones si-
guientes:

(i) plAldesigna el rango de una matriz y R(A)] , el
espacio vectorial generado por las columnas de A.

(i1) A” es una g-inversa de A(definida por AATA = A//
con las propiedades expuestas en Rao, 1962).

(111) Z es una matriz de rango completo tal que X'Z = ¢
donde X es 1a matriz del disefio en el modelo 1i-/
neal (1.1). También se escribe Z = X’. Obsérve-/
se que R{X) N R{VZ] = 0 que implica

p{V:X)=p(X:VZ),p{VZ)=p{V:X)-pi{X)=p{2'VZ) (1.2)
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(iv) Pasg S€ define como el operador de proyeccién gene
ralizado sobre R(A) a 1o largo de un subconjunto /
disjunto R(B) aunque R(A] U R(B) puede no ser el
espacio completo si

PA/By /N Vy € R[A:S)

Donde yA es el componente (inico de Ye R{A:B) en
Ta descomposicién ¢ = u +y_,4, € RIA) e Ug eR(B)/
[ver Rao (1974)]y Rao y Yanaia (19791] PA/R en //
(1.3) s61o0 necesita satisfacer las condiciones //
no necesariamente (nicas.

(1.4)

Los siguientes hechos acerca del modelo (1.1) se //
usan en la exposicién de diversos resultados.

(1) ¥ ¢ R(V:X) con probabilidad 1.

(2) B # Ba<=>XB1 # XB: si y s6lo si X es de rango //
completo, lo cual implica que 8 no es identificable
si X es deficiente en rango. Una funcién pardmetrica
lineal p'g se dice que es identificable si /77
P'Sl # PBZ=° XBI # XB, para 1o cual una condicién /
necesaria y suficiente es que p'e 'R(X')- Esta condi
cibén es idéntica a la de estimabilidad insesgada d;
p'g por medio de una funcién lineal de las observa-
ciones. Desde luego, no tiene sentido para estimar /
funciones pardmetricas no identificables.

2.-APROXIMACION UNIFICADA A LA ESTIMACION LINEAL INSESGA _
DA OPTIMA

2.1.- PROYECCION GENERALIZADA

Sea (V,XB, 02V ) el modelo lineal en que X y V 7
pueden ser deficientes en rango. A partir de (iii), Sec-
cién 1, R(X) N R{VZ) = 0 de modo que existe un operador
de proyeccién P sobre R(X), a lo largo de R{(VZ), que /
satisface las ecuaciones

(2.1)

Obsérvese que, resolviendo (2.1)

P

X(X'V'IX)-X'V-I, (cuando v es no singular)

(2.2)
= X(X'X)"X',[ cuando ¥=1 , ver Rao (1967b)]
(2.3)
(2.4)

X(X'TX)7X'T, (en general)

siendo T = {U+XUX')"” para cualquier g-inversa, con U/



tal que P{V#XUX') = p(V:X) . Se tiene la proposicién/
general siguiente que responde a una cuestién propuesta/
por Kempthorne (1976), acerca de operadores de proyec-
cién cuando V es singular.

Proposicion 2.1 sea P un operador de proyeccidén como
se define en (2.1), y sea L una matriz tal que X = X.En
tonces

E(PY - X8) (PY - X8) < E(LY -X8) (LY - X8)'
es decir, PY es el estimador insesgado de mfnima disper-
si6n del pardmetro vectorial identificable © = X8,

Demostracion Hagamos M = L-P de modo que MX = 0 //
o M = AZ'para algin A. Entonces

E LY - xg) (Y- x@)'L' = (M+P)V (M+P)
MVM' + PVP' >PVP'

[Pty - xa) (Y - x8)'P]

L}

puesto que MVP'= AZ'VP' = 0 por (2.1). La proposicién
estd demostrada y facilita los resultados posteriores.

Nota 1 P _es unico con probabilidad 1 para todo P/
que satisfaga (2.1), puesto que YeR{X:VZ]
lidad 1.

con probabi

Noza 2 Si p'Bes una funcidén paramétrica identifica
ble,p'B = A\'XB y A'PYes el estimador insesgado de mi
nima varianza de p'8. Esto es consecuencia inmediata /
de PY que es el estimador insesgado de mfnima disper-/
sién.

Nota 3 Eligiendo Pcomo en (2.4)
XPY = XX(X'TX)"X'Ty = p' B
siendo B = (X'TX)™X'Ty.

Nota 4 gcomo ha sido definida en la Nota 3 es un /
valor estacionario de la forma cuadrdtica

(Y - XB'T(Y - X8 R (2.5)
y por consiguiente, se considera a Bcomno un estimador
minimo cuadritico con respecto a 7. Desde luego,si Ves
no singular, T = V_1 es una eleccién obvia, pero T po-
drfa ser también (V + XUX')-J siendo U una matriz defi-
nida no negativa.

Nota 5 Un estimador insesgado de a’es

a?= £ ly-x@)'T (Y-X9)
= Ly T(I-P)Y, £ = dV:X)- dX).

Nota 6 Con B= (X'TX)™X'TY,
V(p'By = a2p'[(x'TX)-u] p
Covip'B,q'B) = czp'[(X'Tx}-U]q
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Nota 7 En Rao (1973) se ha demostrado que 1a T de /
1a forma cuadritica (2.4) debe ser de la forma (V + XUX)
si los valores estacionarios proporcionan la estimacién/
lineal insesgada 6ptima.

La proposicién 2.1 y las notas anteriores suminis- /
tran la geometrfa de la estimacién a través del concepto
de proyeccién generalizada y el &lgebra de 1a estimacidn
a través. de una técnica del tipo de mfnimos cuadrados,/
sin hacer ninguna hip6tesis acerca de p(X) y oV,

Puede mencionarse que el casop{X)<my p{V)=n fue es-
tudiado en primer lugar por R.C. Bose, quién demostré //
que en tal caso algunas funciones paramétricas no son es
timables insesgadamente.

2.2.- MINIMOS CUADRADOS CON RESTRICCIONES

E1 caso p{V) € n  fue estudiado en primer lugar /
por Goldman y Zelen (1964) quienes redujeron el problema
a uno de la teorfa de los minimos cuadrados con restric-

ciones en los prémetros. Mitra y Rao (1968) hicieron una
formulacién ligeramente mds sencilla.

Proposicion 2.7 Sea N una matriz de rango 4 * n-p(V)
tal que N'V = 0 1o que implica que N'Y = N'XB con proba-
bilidad 1, y V una g-inversa de V. Ademis sea P tal que

min (C-X8)'V™(Y-XB) = (Y-XB)'V"(Y-XB)=RD. (2.6)
N'XF= N'Y
Entonces:
(i) p'@ es el estimador lineal insesgado éptimo de
p'8, » € R{X'

(i1) 6'7Rg es un estimador insesgado de o7, siendoﬁ=?L¥
P

(ii1) ng ~ GEXZ(§) si Y TN, IX8, o?V)

(iv) 8§ ¥~ N IXB,c*V)yK'B = w e$ una determinada hi

pétesis consistente sobre 8, Rj-Ra'v ozxz {h) 1in-

dependientemente de Rg - oot (§) siendo h=o[0(KB)]

Rf = min(Y-X8) 'V (Y-Xg).
N'XB= N'Y
K’ B=uw

(2.7)

Nota 1 La proposicidn 2.2 es esencialmente la teorfa

de mfnimos cuadrados con restricciones en los pardmetros.

También hK‘B = w es una hipétesis consistente si y solo/
si [P(k'8l] [D(K'8]} " (K'B-w)=K'8-u.

Nota ? Se ha intentado demostrar que se pueden obte-
ner los mismos valores Rg y Rf suprimiendo las restric-

:X)



ciones N'XB = N'Y en las expresiones (2.6) y (2.7) y e-
ligiendo una g-inversa especial de V. En Rao (1978) se
demostré que ésto no es posible.

2.3.- ENFOQUE DE LA MATRIZ INVERSA PARTICIONADA

Otro enfoque unificado 1lamado de 1a matriz inver-
sa particionada fue desarrollado por Rao (1971) para el/
caso general en que ¥ y X pueden ser deficientes en ran
go.

Proposicién 2.3 Sea

b - %)

para cualquier g-inversa. Entonces, se verifica

(i) [uso de c2 y C3]. E1 estimador lineal insesgado /
6ptimo de cqglquier funcién identificable p'R es
p'B donde B= CZY 6 C3Y (que puede no ser lo mis-
mo)

La condicién de estimabilidad de p'8 es

p'cX=p'" 6 p'C

X =p'.
3 P

2

(1i) [uso de 54]1a matriz de dispersién de B es o’C
en el sentido de que

4
" 2 ~ ~ Fi 2
v = 1 ) ' = ' - "
(p'B) = 5'p Cppscovip’'B ,q'8) =o'p €0 =07 €,p
(1) [uso de cl] Un estimador insesgado de o? es

£71¥'C.¥ siendo £ = R(V:X)-R(X) (2.8)

Proposicién 2.4 Sea S'B el vector de la estimacién/
lineal insesgada 6ptima de k funciones pardmetricas es-
timables S'B, R, =V'C,¥ y § como se ha definido en ///

(2.6). si V-~ Nn(XB, o?V),

o

(i) s'By R02 se distribuyen independientemente con
$'B ~ Nyls'8,0%1, R - o2x?(4)
siendo G = S'C,S.

(ii) Sea S'B =w una hip6tesis nula. La hip6tesis es con
sistente si y solo si

GG u=u, u-= p‘a-w

en cuyo caso el estadfgrafo de la d6cima
'y R
F=U6u s g
h f
tiene una distribucién F
de Tibertad

» h= P(G)

central con h y § grados
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Puede observarse que un enfoque general a una estima-
cién insesgada de varianza mfnima cuando X y V son posi-/
blemente deficientes en rango ha sido dado también por //
Zyskind (1967), a través de ciertas transformaciones 1li-
neales del modelo. En la Seccién 6 desarrollamos una //
transformacin mds detallada de este tipo y estudiamos //
1a estimacién de los pardmetros a través del concepto de
suficiencia lineal.

3.~ CRITERIOS ALTERNATIVOS DE ESTIMACION

Se han planteado preguntas de si son apropiadas las /
condiciones de insesgacidad y varianza minima en la esti-
macidn lineal. Podemos considerar criterios alternativos
que pueden tener un atractivo intuitivo. Con este fin con
sideremos que X y UV son de rango completo { el caso gene
ral se estudia en la Seccién 6). Sea PAQ 1la descomposi-/
cién del valor singular deV-I/Z&donde p es una matriz se
miortogonal n x m. Si R

de orden n x{n-m] es el comple

mento ortogonal de P, el modelo (V,XB,0%V]) puede trans-/
formarse en

Yy - prv /2y . 8'b + prv /% (3.1

Vg = Ry 2y oy /2 (3.2)
Escribiendo & =A2'B , el modelo (Y,XB, o2V) es equiva-
lente a los dos modelos incorrelacionados

o, o) gy (¥,0, o®1_ I (3.3)

Bajo las hip6tesis sobre el modelo lineal (¥, X8, oZV),Vz
no tiene informaci6n sobre 6 ni sobre su esperanza ni so-
bre su correlacién con VI » Y es, por consiguiente,redun
dante para la estimacién de 6. Podemos formular el crite-
rio siguiente para la estimacién de una funcién paramétri
ca identificable p'8. Obsérvese que p”g puede escribirse/
equivalentemente como una funcién lineal de 6, por ejem-/
plo, ¢'6.

(i) E1 estimador de ¢'6(=p'B)
¥y e decir, 5(V7).

es una funcién sélo de

(i1) E1 estimador gly,) es de método consistente (seme-/
Jjante al concepto de consistencia de Fisher), es de
cir, si y, no tiene error, £(Y;) = ¢'8 , 0 sea,el
estimador se reduce al verdadero valor.

La condicidn (ii) implica quef(8)=q'9, veeR"™ es de-
cir,ﬂ(y,) = q'¥; » Que es el estimador minimo cuadrédtico




de q'6 = p'B. De esta forma. 11egamos a los estimadores/
minimos cuadrdticos sin recurrir a la linealidad, inses-
gacidad o a la varianza mfnima del estimador. [una solu-
cién de lo anterior se da en el ejemplo 4, pag. 309 de /
Rao, (1973)1.

4.- PREDICCION Y ESTIMACION SIMULTANEAS
4.1.- ESTIMACION SIMULTANEA
Consideramos k modelos lineales

y, = XBL ) £=1,...,k fa,

£
donde ¥, es un n-vector,X una matriz n x m dada y [BL'EL)
son variables aleatorias independientes e identicamente/
distribuidas tales que

BL ] Bi F O
E = r D = 2 (4.2)
€ 0 € 0 o'V

Donde 6,f y 02 son desconocidas.Estees un problema de pre
diccién simultanea (estimacién) de p'B » 4= },..., K ,con
fines de comparacién. Un ejemplo primitivo de dicho pro-
blema de estimacién (que puede 1lamarse empfrico-Bayes)/
es la construccién del {ndice de seleccién en genética /
sugerido por R.A. Fisher y desarrollado por Fairfield //
Smith (1936), Henderson (1950), Panse (1946) y Rao(1952,
1953).

Proposicidn 4.1 Sea Sﬁg) el estimador minimo cuadrd
tico de SL del modelo {-ésimo y sea u = (X’U"x)"_ Si
o, g8y F son conocidas, el predictor lineal 6ptimo de /
p'B es p'aithl(es decir, para el cual el error minimo /
de prediccién es minimo) siendo

(b) _ o(2) =108
By =8 - a®U(F+a®U) (8™ -B) 4.3)

b
con error mfnimo cuadrdtico de prediccién p'Q} )P s 11/
siendo:

1

o® = 02U - o*U(F+02U) U (4.4)

Nota 1. Bib) es el estimador de Bayes de B; bajo /
las hipdtesis (4.2).

b
Nota 2. E1 error medio de la dispersi6n para Bi ). /

L=1,..., k, es

k
-1 (b) (b) V217 2y "
K i E(Bi -Bi)(Bi —Bl) =g*U-0 U(F+o°U) lU

(4.5)
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que es mds pequefio que Q(£)=02U , el error medio de 1a /
dnmmwnmmﬂi.i=7pu,k-.CmMo&,ByF
son desconocidas podemos estimarlas mediante

k
X8, = I eii),

4.6)
1
k -
kinmo = 5 (v, - v M) =, (4.7
1
(4.8)

k
k-1) Fyrod0) = £ 8- 8 M-8,y = 5.
1

Sustituyendo un miltiplo constante de estos estimadores/
por 6%,8'y F en (4.3) obtenemos un estimador empfrico /
Bayes de BL'

(e) _ (&) _ -1 () .
Bi = Bi c WUB (Bi Badr 1 =1,...,k. (4.9)
Determinamos ¢ minimizando
k
(e) (e) .
E i (Bi -Bi) (85 —Bi) (4.10)

bajo la hipftesis de que €, ¥ BL tienen distribuciones/
normales multivariantes independientes. La proposicién /

siguiente se demuestra en Rao (1975)

Proposicién 4.2, Si B, y € tienen distribuciones nor
males multivariantes con parémetros como en (4.2), B y W
como se definen en (4.7) y (4.8) estdn independientemen-
te distribuidas con

W~ o2 (knokmy, B - W_(k-1, F+o’V)

y el valor éptimo de c que minimiza (4.10) es

¢ = (k-m=2)/(kn - km + 2)

y con esta eleccibén de ¢, el error medio de Ta disper-/
sién de Biz es

" ot -
Q(e) = g2y - I (nmm) (kem-2) (F+G U) 1 (4.11)
k (n-m)+2
supuesto que kR = m + 2
Nota 1. Tenemos la desigualdad
Q(1) 5 Q(e) N Q(b) (4.12)

Nota 2. Puede demostrarse fécilmente que la esperan-
za de (4.10) para valores fijos de Bl, vens Bk es mis pe
quefia que o’U. Por consiguiente, los estimadores empfri-

co-Bayes {4.9) son uniformemente mejores que los estima-



dores minimo-cuadréticos en el sentido de que tienen un
error medio de dispersién mds pequeiio. As{ tenemos el e-
fecto Stein en la estimacién simultdnea de los pardme-/
tros vectoriales 61, «v.s By C.G. Katri expresa la es-
peranza real de (4.10), para Bl,..., Bk fijos, en la //
forma:

" (n-m) (k-m-2)
X (n=m) +2

% - E (U8 ). (4.13)

Nota 3. Efron (1973) y Efron y Morris (1972) obtuvie_
ron resultados de naturaleza semejante.

4.2.- PREDICCION SIMULTANEA

Consideremos el modelo <-ésimo VL = XBL toELY /
una observacién futura ¢, con la estructura
yp = X'+ ny
€ VA .
D(n;>= o? (A,B), i=1,...k (4.14)
donde B es un escalar, A es un vector y Bl' cees B, son

pardmetros vectoriales fijos. Si gi(yl""’yk) es un pre
dictor de y , entonces bajo la hip6tesis de normalidad /
multivariante (o simple linealidad de la regresién de Y,
sobre yi)

X X
-1 2

Tty; - 99  =E 1 [yix8aty v xe,)]

1 1

k 2
*EL [p'Bi_hj_(Yl""'Yk)] (4.15)

donde h; = gi—A'V-’Vi y p'=x'- AVX . para

minimizar la pérdida combinada (4.15) en la prediccién/
simultdnea sélo necesitamos minimizar el segundo térmi-
no del segundo miembro de (4.15), que es el problema de
estimacién simulténea de p'BL, £=1, ..., k. Usando /
la Proposicién 4.2 y el resultado (4.13) obtenemos la /
siguiente:

(2]

proposicion 4.3. 51 819y 8 estan definidas

como en (4.9)

k
EL (y;
1 1

wlio ypl@yq 2
R [x.ﬁie) + A'V (Y -XBS )]
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k
cTea® a1 a7 2 (4.16)
<EIly [x8™+ av™ v, xs )]
Nota. E1 resultado (4.16) demuestra que
' (e) ' -1 (e)
X80 4 Ay (Yi-Bi ) (4.17)

es un predichr mejor de ¥; que el predictor mfnimo-cua-/
drético

ol
we® + AV, - xs!P)

i (4.18)

bajo la funcién de pérdida combinada (4.15).
4.3.~ ESTIMADOR ACANALADO NO HOMOGENEO

Supongamos que tenemos ahora el modelo

Y = XB + €, D(e) = o2,
siendo ¥ un n-vector y 8 es un m-vector. Suponiendo que
B es una variable aleatoria con

E(B) =y =g(1,..., 1)’ D(B) = 0%k 11

podemos, utilizando (4.3), escribir el estimador de Bayes
de B8 como

g®) _ o) 1)

=g yw+kn™t Wy, (4.19)

= v+ XV X+ kD) v v-xy) .

Con y= 0, el estimador (4.19) es el estimador acanalado /
de Hoerl y Kennard (1970). Puesto quey y k son descono-
cidos, en Rao (1977) se recomienda una versién empfrica

89 =1 g+ v+ kpt XV (v-x1'g)
siendo
g=1ul® 1oy, 1=,
k=a*hb

donde a y b se determinan a partir de las ecuaciones

-m2)a = (v-x8 %) v iyxs(),




-2
b -1 1'U ‘3 ]
e [y (e 07 S ) e

(%) (%)

-rgu e
E1 estimador 8(8) pyed j 8Men funciény

puede no ser mejor que en funcidn
de 1a funcién cuadritica de pérdida combinada, pero pue-
de ser un buen competidor para eel estimador acanalado /
usual.

S.- ROBUSTEZ DE LOS PROCEDIMIENTOS DE INFERENCIA
Sea Y - N(XB,0%V).

ma de la razén de verosimilitudes para docimar la hipéte
sis AB = 0 es

Como es bien conocido, la déci-

Y (I-Py yop)¥

XX, V)= (5.1)

Y'(I—PXO'V‘l)Y

Es también la décima uniformemente mds potente invarian-
te bajo un grupo de transformaciones apropiado. lLa si- /
guiente proposicién debida a Khatri (1980) y Mathew y //
Bhimansankaram (1982) de las condiciones bajo las cuales
MOV = (X, 1),

Proposdicién 5.1 Las décimas para la razén de verosi
militudes para la hip6tesis AB = 0 bajo los modelos //
Y~N(X8,02V) e Y - N(XB,o’I)
solo si se verifican cualquiera de las siguientes condi-

son las mismas si y
ciones equivalentes.

(i) Ves de la forma

oy

= ' _ '
vV=1I+ x1\1x + (s-1)22' + X0A3Z + ZA3 )

(5.2)
siendo A1 y A3 matrices arbitrarias, S un nimero real po-
sitivo arbitrario sometido a Y, que es dependiente en //
probabilidad y = 2jXAX'Z; = (s-1)I, ¥ X, = X(I-A A)
como se definié en la Proposicién 5.1.

(i1) (1-Py ) V (I-P_) = a(I-P, ) para algin a > 0
XO XO

0
(ii) v’l(I-PX = a(1-P_ ) para alguin a > 0
n,v-1) Xg
(iv) I - Px
(v-al) (1-P,: P.L') = 0 para algln a >0,
LP XX
X con A = [X

Finalmente, tenemos otras dos proposiciones demostra
das por Mathew y Bhimasankaran (1982).

Proposicion 5.2 Las d6cimas de la razén de verosimi-

- lg).
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litudes para la hipétesis AB = 0 bajo los modelos /17
Y ~ N(XB,0%I) e Y . N(UB, o?1) son idénticas si y solo/
si

R(X) = R (U) y R(X)) =R(U) (5.3)

Proposicién 5.3 Las décimas de la razén de verosimili
tudes para la hipdtesis AB =0 modelos /
Y ~ N(XB,0%I) e Y . N(UB, o’I) son idénticas si y so-
1o si se verifican simultaneamente (5.2) y (5.3).

bajo los

El resultado siguiente, debido a Ghosh y Sinha (1980)
{ver también Sinha y Mukhopadyay (1980)),establece la ro-
bustez de las décimas de la razén de verosimilitudes para
desviaci6n de la normalidad.

Proposicion 5.4 Sea Y = XB + o £ con € distribuida de
acuerdo a la densidad

© Tee'/?2
f(e; =/ e (T/Zn)n/2 a L(1).
V]

La décima F basada sobre x(X,I) para docimar la hipéte- /
sis AB-0 es ala vez la d6cima de Ta razén de verosimili
dad y la d6cima uniformemente mds potente invariante.

Recientemente, Sinha y Drygas (1982) generalizaron es
te resultado de la forma siguiente:

Y=XB+o€e con € distribuida de
acuerdo a la funcién de densidad qle'e), siendo ¢ wuna

Proposicién 5.5 Sea

funcién convexa no creciente. La d6écima F basada sobre //
AlX, T) es a 1a vez la d6cima de la razén de verosimili-
tudes y la décima uniformemente mis potente invariante.

Este resultado es semejante a la propiedad de robus-/
tez de la décima 72
(1981), y se basa en un teorema de representacién
a Wijsman (1967).

de Hotelling, demostrada por Karia /
debido

Bajo una distribucién de los errores ligeramente mds/
general, Sinha y Drygas (1982) establecieron la propiedad
siguiente de la estimaci6n 1ineal insesgada 6ptima de AB.

Proposicion 5.6 Sea Y=XB + oe teniendo € una distri-
bucién esférica simétrica. Para cualquier nimero real ¢ y
cualquier matriz diagonal no nula C de orden apropiado.

p | (GY-AB)' C(GY-AB) §_c2| > P | (LY-AB) 'C (LY-AB) 5_c2;

siendo GY el estimador lineal insesgado 6ptimo del estima
ble AB y LY cualquier estimador insesgado de AS.




6.- TRANSFORMACION CANONICA

Consideramos el modelo (Y, Xg, € ), D(¢) = uzv, don
de X y V pueden ser deficientes en rango. Sea V una ma-
triz nxm de rango V. Existe una transformacidén (W:N),
siendo W una matriz n x v y N una matriz nx(n-v] ,tal
que N'W=10, WW = IU

delo (¥,XB, o?V)

. Bajo tal transformacién, el mo-
se transforma en

N'Y = ¥y = N'XB + €, » Dley) =0 (6.1)

W'Y =Y, = WXB+ eg . Dleg) = o?r (6.2)

en el cual la parte (6.1) es singular -y la otra {(6.2) es

regular (no singular). Hacemos una nueva transformacién
Yy = N'XBte, + Dlej) =0 (6.3)

Yo - MYy =Y, = (W-MN)XB+ €5 ,D(e,) = oI (6.4)

3
siendo A tal que (W'- AN'"}XX'N = 0.
(6.4) puede escribirse como
Yy =Xty /DGy =0

E1 modelo (6.3), /

6.
3 (6.5)

Yy =XB+e, , Dley = 0’1 (6.6)

siendo R(Xé) n R(X;) = 0, lo que proporciona dos modelos
lineales distintos no correlacionados con pardmetros di-
ferentes, uno de los cuales es singular.(bsérvese que si
R(X) C R(V), entonces X3 =0e Y3 = 0 con probabilidad
1, de modo que tenemos sélo la parte regular.

Sea p[Xgl = x; y o(X,) = x,, entonces se pueden ha-
cer nuevas transformaciones sobre cada modelo {de la for

ma usual, Rao (1973a), p. 189) para obtener la forma ca-

nénica de (¥, X8, o?V) en cuatro submodelos distintos
Y 1 S€E 1 D(e_,)=0 , Y_jes un (n-v-x,l—vector(ﬁ.?)
Yl = X16+51’ D(El) =0 , xl es una matriz x,xm (6.8)
= = g2 i 9)
Y, = X28+62, D(EZ) o‘I, X, es una matriz xzxm (6.
Y, = &4 - = 52 S (6.1M
i} 0, D(EO) =0'T, Y, es {v le vector .

Observése que
R(Xi) V] R(xz) = R(X') y R(Xi) n R(Xz) -0

de modo que 8, = XIB y 8, = X,8 son conjuntos distintos
de pardmetros diferentes que son equivalentes a XB.

Una vez que se conocen las observaciones, podemos ha
cer una nueva transformacién condicional sobre el submo-
delo (6.8) para obtener

I, oA _ I, . e
(Yl) ¥, =0-= Y= (xp) xlB—Xlle con probhahilid 1 (¢,12)

YiY, =Y, = Y]XB = X158 con probabilid 1 (6.13)
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siendo Y{ la matriz ortogonal complementaria de Y. .

1

La forma candnica (6.7) - (6.10) junto con (6.12) y
(6.13) expone la informacién en las observaciones de una
forma adecuada para tratar prohlemas de inferencia.

Por ejemplo, los resultados siguientes se deducen fi
cilmente.

Proposicion 6.1,

(i) vy

1 es el estimador lineal insesgado 6ptimo de //
€}
1

= Xlﬁ con matriz de dispersién nula.

(i1) Y _es el estimador lineal insesgado 6ptimo

o?l.

de //
8,= XZB con matriz de dispersidn

(iid) VéYO + (v-xz) es un estimador insesgado de o

(iv) La clase completa de estimadores lineales insesga-
dos 6ptimos de las funciones lineales paramétricas
es

{m'Y +mly } (6.18)

11 22

(v) Puesto que ©_ es estimable sin ningun error, el /
problema se reduce a estimar 02 = XZB . Con este/
fin, podemos considerar que solamente es apropiado
(suficiente) Yz, puesto que las otras variables es

tén incorrelacionadas con Y_ y tienen esperanzas /
independientes de 02 (ver Barnard 1963) y Rao //
(1965), (1973), p. 308, ejemplo 4). Luego, podemos
estimar 6 _ por medio de f(Yz), funcién sélo de YZ'
Bajo una condicién semejante a la consistencia de
Fisher, esto es, f(Y_) se reduce a ®
nente de error ¢

si el compo-
= 0 (es decir, cuando no se co-
meten errores), hallamos que f(6,) =86 Z’V 8, erS1
To cual implica que f(Y ) = Y , el estimador 1i- /

neal insesgado 6ptimo de %.

2

La forma canénica (6.7)-(6.10) y (6.12) nos permite
también discutir de una manera sencilla conceptos tales/
como la suficiencia lineal. Consideremos las definicio-/
nes siguientes que se obtienen del resultado (v) de la /
Proposicién 6.1

(Forma extendida de la definicién de
Barnard} Un estadigrafo L'V es suficiente linealmente pa

Definicion 6.1

ra K'6 {(conjunto identificable de funciones paramétricas)




si y s6lo si la esperanza de cualquier funcién lineal de
v, incorrelacionada con L'y , no posee una esperanza de
la forma A'K® , siendo K'X # 0.

Definicion 6.2 Un estadfgrafo M'Y es suficiente 1i-
nealmente mfnimo para K'6 si y solo si M'Y es suficiente
linealmente, segin la Definicién 6.1,y paratodo estadf-/
grafo suficiente linealmente existe una transformacién /

tal MY = 'Y.
CL al que CLL

Se puede establecer fdcilmente la proposicién si- //

guiente.

Proposicion 6.7 E1 estimador lineal insesgado 6ptimo
de K'® es suficiente linealmente mfnimo para K'g en el
sentido de la Definicidn 6.2.

Una definicién alternativa de suficiencia es la si-
guiente.

Definicién 6.3 Un estadfgrafo L'y es suficiente /
Jinealmente para X8 si y solo si todo estimador lienal
admisible (en el sentido de la Seccién 4) de toda fun-
ci6n lineal paramétrica identificable de g es funcién /
lineal de L'Y.

Definicién 6.4 Un estadfgrafo M'V es suficiente 1i
nealmente mfnimo para XB si y sélo siM'y es sufi- /
ciente linealmente para X8, seatn la Definicién ///
6.3, y para todo estadfgrafo suficiente linealmente ['y
existe una transformacién CL tal que M'Y = CLL’V“

La proposicién siguiente se establece fécilmente.

Proposicion 6.3 El estadfgrafo (¥, V,), que es el
mismo que el estimador lineal insesgado 6ptimo de Xg ,
es suficiente linealmente mfnimo para XB , segln la De-
finicién 6.4, siendo ¥;,Y, las funciones lineales de /
Y, como se definieron en la representacién canénica //
(6.7) - (6.10).

En trabajos recientes, Drygas (1983) y Muller(1982)
utilizaron la definicién siguiente de suficiencia 1li-
neal debida a Bakasalary y Kala (1978).

Definicién 6.5 Un estadfgrafo L'y es suficiente
linealmente para XB si y s6lo si el estimador lineal /
insesgado 6ptimo de XB es de la forma DLL’V.

Definicion 6.6 Un estadfgrafo M’y es suficiente 1i
nealmente minimo para Xg si y sélo si M'V es suficiente
para cualquier estadigrafo/

linealmente y M'Y = CLL'V
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suficiente Tinealmente L'Y

Proposicion 6.4 E1 estadfgrafo (VI,VZ] es suficiente
linealmente minimo para XB segdn la Definicién 6.6.

Las condiciones necesarias y suficientes para que //
L'y sea suficiente linealmente, segin cualquiera de las
Definiciones 6.1, 6.3, y 6.5, se discuten en un trabajo /
de Rao y Sinha que también aclara los resultados obteni-/
dos por Drygas (1983a, 1983b), Muller (1982) y Seely ///
(1978).

7.- SELECCION DEL MODELO DE PREDICCION

La seleccidn del modelo se basa, en general, sobre al
gln criterio de la bondad del ajuste del modelo a los daj
tos observados, tal como el criterio de informacién de /
Akaike y el C_de Mallows. Un modelo, que ajusta los da-
tos adecuadamente, puede no ser bueno para la prediccién
més alld del recorrido de los valores observados de los /
predictores (extrapolacién), como en la prediccién del //
crecimiento futuro en base a Tas observaciones anteriores.
Por ejemplo, consideremos el modelo de crecimiento

(7.1)

donde Yy, ..., ¢% son polinomios ortogonales, Er R 3
son errores incorrelacionados y V[eL) = g2

3
. Un problema/

importante es la elecci6n del grado del polinomio en(7.1)
a usar para predecir una observacién futura, por ejemplo,
en £ =n+ 1. Siusamos el grado méximo posible k, el /
predictor 6ptimo es

Yoiq = bl (mtl)+ oL+ by (n+l) (7.2)

siendo b. los estimadores mfnimos cuadriticos tales que

v {bi) = o2, co“(bi'bj) = 0 . E1 error mfnimo cuadritico
de prediccién es

2
o? [1+\(:o(n+l)+ +\pﬁ(n+1)] (7.3)
Si usamos solo (p + 1) términos en el modelo (7.1), el //
error minimo cuadrdtico de prediccién es

P k
2
o? [1 + (z) wi(n+1)] +[p20:—l si‘pi(nﬂ)]2 (7.4)

que puede estimarse

-~ P k x 2
02[1-+'Z wf (n+l)] +[p£ biwi(n+l)] 2 Grpy D)
0 1 pti 1

P k

~ 2 2 A k
@[ z4f wen] +[Pz‘1 by (n+1) | o ) (7.5)



siendo G2 el estimador mfnimo cuadritico de o2 basado en
el modelo completo. A partir de (7.5) hallamos que la e-
Tecci6n apropiada de p es el valor para el cual

k

P o )
2 5 i) +[p§ b, b (n+L) (7.6)
0 1

es mfnimo. Puede verse, comparando (7.3) y (7.4), que //

aln no todos los B --,Bk son nulos, la eleccién de

p+l*”
un polinomio de grado p-ésimo (es decir, un modelo erré-

neo)lproporciona la mejor prediccién si

V3 1) .7

k 2 k
( b Biwi(ml» <o’
p+l p+l

Desde luego, e mejor modefo errénes corresponde al

valor de p para el cual

P k
oz[z wi(mn ]«{ L B;¥; (n+1) ]2 (7.8)
0 p+l
es mfnimo y el criterio (7.5) es una versién empfrica de
(7.8).

Un criterio del tipo (7.6) para la eleccién de varia
bles en el modelo lineal general y - xg + « para la pre
diccién en un valor elegido (o valores elegidos) de 1las
variables predictoras puede escribirse de manera semejan
te. Para expresiones mis exactas y para un estudio mids /
detallado el lector puede consultar Rao (1983).

8.- ;REGRESION DIRECTA O INVERSA?

Supongamos que (£, My, mz) representa las medidas //
verdaderas £] y 1as observadas y repetidas My ymy de /
la presidén sangufnea de una persona. Dadas mpym y el

modelo
m, =t +c

1 1
. (8.1)
m2 =t + €y
donde los errores €y, €, son tales que E[Ei) =0, /77

Vie = ale, covle;,e,) = 0, zcmo especificamos Ta re-
gla para estimar £ la presién sangufnea verdadera no ob-
servada, en una prdctica rutinaria (por ejemplo, en una
clfnica)?

Podemos considerar (8.1) como un modelo lineal que//
involucra un pardmetro desconocido ¢, y estimarlo median
te el estimador mfnimo cuadrdtico, m = (m’ + mz)/Z, aque/
es una regla bien conocida.
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Por otra parte, podemos considerar (£, m, mzlcomo //
tres medidas sobre una persona una de las cuales es no ob
servable e intentar predecir £ por medio de la regresién
de t sobre my y my, calculada a partir de la distribucién
de {t, ", m2) en la poblacién de las personas que visi-
tan una clfnica. Si Ty o son la media y la varianza de
% entre las personas, la regresi6n de t sobre moy m
es

2
20 €

202 + ¢t

(m-7) . (8.2)

ct >
]
A
4+

Los pardmetros desconocidos T.G;

a partir de los datos anteriores

y of pueden estimarse/
[ver Rao (1973a) pag.
3371, y puede ponerse al dfa cuando se consigan nuevos /
datos. Sustituyendo las estimaciones para los valores //
desconocidos en (8.2), podemos especificar la regla de /
estimacién de £ como

207
e (T

2 2
+0
Zot €

t=1+ (8.3)

La expresién (8.3) puede también reconocerse como el es-
timador empfrico-Bayes.

)
Ignorando errores en T, c; yol se halla:

~ g 202
E(t-t)? = —&
2 20° +0?
(8.4)

2
5

<« £ = E(ﬁ—t)z
2

de modo que el error cuadritico medio total (promediado/
sobre todas lai futuras predicciones) es mds pequefio pa-
ra < que para m, ;Podrfamos recomendar, a partir de es-
tos datos, £ como una regla mejor que ; ?

Se ve que £ subestima consistentemente £ cuando -t
es grande positivamente y sobrestima cuando t-t es //
grande negativamente. Realmente los valores grandes y pe
quefios de £ se estiman pobremente, mientras que Tos valo
res intermedios de % préximos a T (el promedio general)/
se estiman bien. Quizds , en un caso como el de determi-
nar la presién sanguinea con fines de diagnéstico,no sea
deseable subestimar valores grandes y sobrestimar valo-
res pequefios. Sin embargo, z puede ser mejor en otras si
tuaciones donde la funcién cuadrdtica de pérdida es sig-
nificativa.
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ALGUNAS CONSIDERACIONES SOBRE PREDICCION Y REGRESION

1. INTRODUCCION

La regresi6n es la técnica mds extensamente estu~/
diada en la literatura estadistica. Se menciona en /
todos los textos de Estadistica y se trata de una ma-/
nera rigurosa en algunos, por ejemplo, Fisher (1925),/
Malinvaud (1964), Rao, (1965), Searle, (1971) y Theil,
(1971). Hay tratados completos sobre el tema tales //
como Draper y Smith (1966), Plackett (1960) y Williams
(1959).
dos de regresidén se pueden ver en el trabajo de Cox, /

Resimenes bastante buenos acerca de los méto-

Ehrenberg y Nelder (1968) y en los articulos de Draper
y Smith (1969), Williams (1969) y Wold y Lyttkens =~/
(1969).

Sin embargo, parece que hay algunos aspectos de la
técnica de vegresidén, que no se han entendido apropia-
damente, 0 que no parecen haber sido expuestos adecua-
damente en la literatura estadistica. En consecuencia

Un ejemplo /

cldsico es el uso del método de regresién, en lo que /

ha habido algunos abusos de la técnica.

se conoce como el problema de la desagregacién (Sec- /
cién 2), que ha conducido a resultados sin sentido. /
E1 fendmeno de la multicolinearidad aunque ampliamente
estudiado, todavfa parece que necesita alguna clarifi-
cacidn. Las definiciones existentes son vagas y las /
consecuencias de la multicolinearidad no se han exami-
También existe el //

problema de la regresidén inversa (Seccién 4) acerca /

nado completamente {Seccidén 3).

del cual hay una considerable controversia. (Ver co- /
mentarios de Lindley en el estudio de Cox, Ehrenberg,/
Nelder (1968)).
la prediccidén continda, a pesar de la cautela que a- /

E1 uso de variables no apropiadas en/

consejan los excelentes ejemplos de regresién espuria/
de Yule (1926) y de Box (1966).

También existe alguna controversia acerca del uso/
de Tas dos 17neas de regresifén y de la paradoja de Eh-
Sea h =0, +8;, w la re-/
gresién de altura sobre peso y W = (¥2+-ﬁzh la de pe-

renberg que es como sigue:
so sobre altura. Consideremos un individuo con la //
combinacién (h, , wy) de altura y peso, que cae den-/
tro de la regién § h>o+8,W, WS>+ ] enel /
plano (h,w). Un médico, utilizando la regresidn de /
peso sobre altura puede considerar que el individuo /

observado es demasiado pesado para su estatura. Pero/

a juzgar por la regresidén de altura sobre peso es, ~/

desde luego, demasiadc alto para su peso. Encardndo-
se con tal paradofa, Ehrenberg (1963-1968), planted el
caso para establecer una sola relacidn semejante a una
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ley entre altura y peso que es independiente de sexo, ra-
za, etc. Si existe dicha relacién o no, habrd muchos in-
dividuos paradoficos (Ehrenberg) en cualquier poblacién,
pero la pregunta de si una caracteristica estd en la pro-
porcidn adecuada a la otra puede surgir solamente en un /
caso patoldgico. La regresidn a usar en tal caso, ;de- /
penderd quizds del juicio del médico basdndose en el exa-

men de un determinado individuo?

E1 objeto de la presente conferencia es examinar al-/
gunos aspectos (no todos) del problema de la regresidn, /
que no 1o han sido adecuadamente hasta ahora.

Notacién. En el problema de la regresidén es usual //
1lamar dependiente a la variable (y) bajo prediccién e //
independiente a las usadas para la prediccién (xl. Xpseen
xm). Los psicélogos usan la palabra variable criterio /
para y, y variables predictonas para Xps Xgs eees X //
Los economistas nombran a y variable dependiente y a xl,/
Xps van variables explicativas. Nosotros adoptaremos //
aqui la terminologfa de los economistas.

Designaremos n observaciones incorrelacionadas sobre/
y mediante el vector Y, y a la matriz n x m, de las va- /
riables explicativas centrada sobre las medias observadas,
mediante X. El modelo de la regresién lineal serd de la/
forma
Y=Qu+XB+e (1.1)

donde u' = (1, ..., 1), @@ es una constante y 8 esel /
vector de los pardmetros de la regresién. A la matriz //
{n - 1)-1X'X se le Tlama matriz de dispersién o matriz D/
de las variables explicativas. Dividiendo el elemento /
(i, j) de la matriz D por la raiz cuadrada del producto /
de los elementos diagonales i-ésimo y j-ésimo, obtenemos/
la matriz de correlacién o matriz C.

E1 estimador minimo cuadrado de & es &= n'lY'u y/
la ecuacidén normal para estimar B es

(x'x)g = Xy (1.2)

lo que da
é‘ - (0K) - XY (1.3)

como el estimador de ﬁ , donde (X'X)- es una g-inversa/

de X'X (Rao (1965), Rao y Mitra (1971)}). Un estimador /
insesgado de g2 , la varianza residual de la regresién,/



es
(n-r) [y'Y-;Y'wE'x'Y] (1.4)

Cuando r< m, no todas las //
El1 estimador

siendo r el rango de X.
funciones lineales de 8 son estimables.
de p'@ donde p pertenece a la variedad lineal genera-
da por las columnas de X' (que es la condicién de esti-
mabilidad) es p'é? y la varianza del estimador es
o2p' (X'X)-p (1.5)

E1 valor predicho de y en los valores de las varia-
bles explicativas, expresadas como desviaciones de las/
medias observadas en los datos anteriores, p' = (?1 -/
-xl, xm-xm), es

a+ p'sg (1.6)

con la varianza de prediccién

1
e2(1 + = + p' (X'X)-p) (1.7)
n
En nuestro estudio sélo nos preocupard el término /
p'(X'X) - p en(1.7)
exposicién mds detallada sobre la teoria de los minimos
ver Rao (1965, 1973).

que depende de X'X. Para una //

cuadrados
2. DESAGREGACION

Algunas veces la técnica de regresién se usa para /
asignar un total a diferentes encabezamientos. Por e-/
Jemplo, consideremos una encuesta donde a partir de ca-
da unidad familiar seleccionada obtenemos el total de /
consumo de arroz (t) y la composicién de la familia en/
términos de hombres (m) y mujeres (f), nifios (cl) y ni-
fias (CZ)' Conociendo los valores de (t, m, f, s CZ)
de una muestra de m unidades familiares, ;podemos esti-
mar el consumo de arroz per cdpita de cada una de las /
cuatro categorias de los miembros de una unidad fami- /
Tiar de la poblacién bajo estudio? Si B, , 8, , B3 /
y ﬁﬁ representan los pardmetros del consumoc medio de/
un hombre, una mujer, un nifio y una nifia respectivamen-
te, se piensa que pueden estimarse mediante los coefi-/
cientes de regresi6n parcial de t sobre m, f, €y» G /
respectivamente, es decir, ajustando una ecuacién de /
regresién de la forma

t = 8m+ Bof + B3C] + B"CZ (2.1)

a los n conjuntos de observaciones sobre (t, m, f, Y
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cz). En el Indian Statistical Institute, el intento de/
ajustar una ecuacidn de regresién del tipo (2.1), dié //
como resultado una estimacidn negativa de Bz (el con-/
sumo medio para una mujer). Por otra parte, en un estu-
dio semejante de desagregacién del gasto total de una //
granja en toros, vacas y terneros, se obtuvo una estima-
cién negativa de la manutencién de un ternero. Desgra-/
ciadamente, los resultados del dltimo estudio fueron pu-
blicados justificando la estimacién negativa como resul-
tante de un error tipico grande de los coeficientes de /
regresién estimados.

De vez en cuando, se publican estudios semejantes, /-
sin un examen critico de los coeficientes calculados. /
Parece que estimaciones andémalas, tales como las obteni-
das en las encuestas sobre unidades familiares y granjas,
pueden surgir debido a la violacién de un hipétesis im-/
portante en el modelo de regresidn, o sea, £os mismos /
parametrod de regresidon son aplicables a todas Las com-/
binaciones de fas variables explicativas. Por ejemplo,/
consideremos hogares con composiciones familiares (m=1
f=0,¢=0c¢,= 0)ym=1,f=1,¢ =2, ¢, = 1).
E1 modelo lineal mds corriente usa las funciones de re-/
gresidn (esperanzas).

81
B + By + 285 + g,

para los dos casos, con los mismos pardmetros B; N 62 /
63 Y ﬁh

dio de arroz para un hombre (pardmetro de regresién 61 )

Esto puede no ser verdad; el consumo me-

puede no ser el mismo para unidades familiares con uno o
mds miembros. E1 ejemplo siguiente debido a S.J. Poti /
muestra como pueden obtenerse estimaciones completamente
sin sentido en casos extremos (que puede describirse co-
mo el efecto Poii), donde no se satisface la hipbtesis /
fundamental del modelo de regresidn, mencionada anterior-

mente.

Consideremos unidades familiares con un sé1o hombre/
(soltero) o con una pareja (marido y mujer) y sea t el /
nimero de millas por mes reorridas por el automévil fami-
liar. A partir de una encuesta de unidades familiares /
que proporciona informacidén sobre la variable t y la so-
brecomposicidn de las familias, se desea estimar la uti-
lizacién relativa (en funcién del promedio de millas re-
corridas) de los automéviles por Tos hombres y las muje-
res de la poblacién, suponiendo que el automévil es uti:
Tizado por una sola persona cada vez. Si representamos/
Tos pardmetros correspondientes por 61 Yy B »lae-/

cuacidén de regresién es de la forma




t =8 m+ Bzf

donde el vector (m, f) puede tomar sélo dos valores po-/
sibles (1,0) y (1,1,).
des familiares del tipo (1,0}, con un millaje medio tl,/
yn, unidades de la clase (1,1), con un millaje medio //
ty, se ve ficilmente que las estimaciones minimo-cuadrd-
ticas de 31 y Bz son

Si en la muestra hay nj unida- /

8, = t, B2 = tZ_t]

Supongamos que la sociedad de la que se ha extraido la /
muestra es tal que una pareja no puede usar el automdvil
tanto como un hombre soltero. En tal caso, tl > tz. /
que da una estimacidn negativa para 32 , el promedio de
millas recorridas por las mujeres. Por otra parte, si /
la sociedad consta de dos clases de hombres, una tan po-
bre que no pueden afrontar el matrimonio o usar el auto-
mévil libremente, y otra, lo suficientemente rica (Maha-
raja) como para tener esposa y también usar el automévil
libremente, t; << t,, en cuyo caso B} serfa muy peque-
fio comparado con 3, 1o que indica que las mujeres //

(esposas) usan el automévil la mayor parte del tiempo.

En estos casos extremos, las estimaciones carecen de
sentido cuando los parametros de la regresién dependen /
de la composicién de la familia. Esto ocurre en muchas/
situaciones, el efecto Poti existe con mayor o menor /
extensién, y la desagregacidn a través de la técnica de/

1a regresién puede conducir a resultados no razonables.

Por ejemplo, en los datos de la encuesta sobre las /
granjas es bastante posible que un granjero, que posea /
solamente dos bueyes, con fines de labranza, pueda ali-/
mentarlos bien, mientras que un granjero que mantiene, /
ademds de los dos bueyes, algunas vacas y terneros, pue-

de que no gaste una suma mucho mds grande en alimentar a ’

todos los animales. En tal caso, posria esperarse sub-/
estimaciones, o incluso estimaciones negativas, para la/
manutencién de una vaca y un ternero, al ajustar una e-/
cuacién de regresién a los datos obtenidos, a partir de/
una muestra de todos los granjeros, algunos de los cua-/
les posee s6lo dos bueyes y otros tienen ademds algunas/

vacas y terneros.

En resumen, el uso de los métodos de regresidn, con/
fines de desagregacién, generalmente conducen a resulta-
dos sin sentido o errdneos, a causa de la existencia del
efecto Poti. Parece que no hay ningin método satisfac-/
torio para el problema, excepto a través de una contabi-

lidad separada para las diferentes categorias dentro de/
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una unidad.
3. MULTICOLINEARIDAD

Se ha escrito mucho sobre el tema de la multicolinea-
ridad, que puede encontrarse resumido en el artfculo de /
Farrar y Glauber (1967). La multicolinearidad se descri-
be de manera general como una fuerte interdependencia de/
las variables explicativas en un modelo de regresidn, que
puede afectar a la precisién de los estimadores y causar/
alguna dificultad en la interpretacién de los coeficien-/
tes individuales de regresidn, y en el uso de la funcién/
estimada de regresidén con fines de prediccién. La inter-
dependencia se busca para ser metida y juzgada por medio/
de la insignificancia del determinante de la matriz Do C
Farrar y Glauber (1967) /
estudian con detalle métodos para detectar La existencia,
medin £a extension y seialar con precision La ubdicacion y
Las causas de La multicolinearidad dentrno de un confunto/
de variables independientes. Su andlisis es verdadera- /
mente esclarecedor, pero mucho de su exposicién conduce /
en parte a conclusiones errdneas, debido a una definicidn
insatisfactoria de la multicolinearidad, que no estd di-/

de las variables explicativas.

rectamente relacionada con la precisidén de Ta prediccién/
en el dominio pertinente de las variables explicativas, y
en parte, como ha indicado Krishna Kumar (1973), a dis- /
gresiones no vdlidas dentro de las décimas de significa-/
cién, basadas en hipétesis de normalidad. Aquf, examina-
remos algunos aspectos de la multicolinéaridad, que no //
han sido examinadas adecuadamente con anterioridad.

Consideremos una variable dependiente €, y dos varia-

bles explicativas e, ye,,con las matrices Dy C

D-matrix C-matrix
1 5 2 1.0 .5 .4
5 100 . .5 1.0 .
25 .4 . 1.0 (3.1

Puesto que e, ¥ eyno estdn correlacionadas, se podrfa //
considerar esta situacién como ideal para aplicar la téc-
nica de regresidn para la prediccién. Sin embargo, en //
lugar de e ye,se podrfan considerar dos variables ex-/
plicativas equivalentes algebraicamente, y quizds igual-/
mente significativas, X = e1+ e,¥X, = €. Las matri-/

ces Dy C de € » X} Y Xp son

D-matrix C-matrix
1 7 5 1.000 .626 .500
7 125 100 .626 1.000 .894
5 100 100 .500 .894 1.000 (3.2



A partir del alto valor de la correlacidén entre Xy ¥ X5
0.894, podria inferirse algin grado de multicolinearidad
entre las variables explicativas. Puesto que (xl N xz)/
es equivalente a (e; , e,) la situacién es paradégica,/
excepto que se defina la multicolinearidad como una al-
ta interdependencia, para uan eleccién particular de //
de las variables explicativas, y no como una propiedad /
del sistema de variables explicativas (Tenemos, pues, el
problema adicional de decidir sobre el conjunto apropia-
do de variables explicativas para el examen de la multi-
colinearidad).

La situacién no es rara en Econometrfa, donde algu-/
nas variables explicativas forman parte de otras. Po- /
drfa parecer que la multicolinearidad, en el sentido de/
la insignificancia del determinante, podria introducirse
0 evitarse volviendo a definir las variables econémicas/
de una forma igualmente significativa. (Asf,'si e] y e
representan la produccién y la importacidén neta, ey c/
= e + ey representan la produccién y el consumo, que /
son magnitudes econdémicas igualmente significativas y //
equivalentes). Es indiferente que se elijan ey y eo
e; y ¢ como variables explicativas. En realidad, ///
cualquier variable vectorial X con algln grado de depen-
dencia entre sus componentes (correlaciones) puede trang
formarse en una variable vectorial equivalente U con //
componentes incorrelacionados. Puesto que desde el pun-
to de vista de la técnica de regresién X y U contienen /
la misma informacién, no se observa la distincién entre/
alta dependencia entre los componentes de uno y la au- /
sencia dd asociacién en el otro. Esto muestra la necesi
dad de una formulacién més cuidadosa de 1a multicolonea-
ridad en un problema dado, quizds considerando el uso /
proyectado de una ecuacién ajustada de regresidn. Antes
de intentar hacer esto, usaremos las matrices D en (3.1)
y (3.2) para explicar algunos aspectos de los coeficien-
tes de regresidn, que merece la pena observar.

A menudo se encuentra que, cuando se utilizan varias
variables explicativas, algunos de los coeficientes de /
regresidn resultan negativos, aunque las variables co- /
rrespondientes estdn correlacionadas individualmente, de
una forma altamente positiva, con la variable dependien-
te. La situacidn es bastante corriente cuando las co- /
rrelaciones entre las variables explicativas son altas,/
como indicé Shourie (1972) en su estudio critico sobre/
las funciones de regresién presentadas en el estudio //
UNCTAD (1968). Por ejemplo, las siguientes ecuaciones /
de regresion, establecidas por Faaland y Dahl para con-/
tabilizar el valor del consumo agricola (PA) en funcidn
del PNB y la renta per cipita (PNB/N):
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Py = 34.322+0.402(GOP). R?
(0.036)
= -8.001+5.698(GDP/N),  RZ=0.96  (3.4)
(0.397)
=-131.716-1.226(GDP )+ R2=0.99 (3.5)
(0.239)
+22.816(GDP/N),
(3.345)

0.94 (3.3)

E1 coeficiente de correlacién entre (PNB) y (PNB/N) era/
0.9985. Los coeficientes de regresién én cada caso son/
grandes comparados con los errores tfpicos (dados entre/
paréntesis), que indican un grado razonable de precisién
en su estimacién. La correlaci6n miltiple (R) es alta /
en cada caso, lo cual indica un alto grado de precisién/
en la prediccién. Sin embargo, los autores indican que/
a prioni La connelacion parcial negativa de P, con nes-/
pecto al PNB en fLa ecuacion {3.5) parece imposible. //
Puede haber fuertes razones econémicas para las reaccio-
nes de los autores al coeficiente negative. Pero una e-
cuacidn de regresidn miltiple tal como (3.5) no puede //
rechazarse s6lamente sobre la base de que un cierto coe-
ficiente sea negativo, aunque la variable considereada /
tenga una alta correlacién positiva con la variable de-/
pendiente. Desde luego, puede hacerse algln reparo a /
tal situacién. Este resultado, algo inaceptable, puede/
ser consecuencia de una especificacidén errénea del mode-
lo lineal, o de una multitud de otras razones, incluso /
errores de transcipcién. (En muchos éjemplos, errores /
de transcripcién de un sélo valor pueden cambiar drdsti-
camente los valores de los coeficientes de regresién). /
Sin embargo, un coeficiente negativo puede aparecer de /
una forma natural a causa de una eleccidén particular de/
las variables explicativas en un sistema dado.

Consideremos, por ejemplo, el caso hipotético de €gs
e ye, con la matriz D, que aparece en (3.1). Las /
variables e, Y e, pueden ser ciertas magnitudes econé-
micas, en cuyo caso las variables Xy =e vy X, = e +/
te, pueden ser también magnitudes econémicas significa-

tivas. La regresién de e, sobre diferentes conjuntos /

(1]
de variables explicativas son como sigue (prescindiendo/

de una constante):

€g = .05e1+0.8e2 (3.6)
= .05¢
= .08e2
= ~.03x,+.08x, (3.7)
= .05x1

= .028x2.




Las ecuaciones (3.6) y (3.) son Las mismas y el coefi-/
ciente negativo de x; en la ecuacién de regresién milti-
ple (3.7) aparece de fomnma natural, aunque la correla- /
cién entre e, Y X es 0.05. A primera vista, esto /
puede parecer contrario a lo esperado, pero un estudio /
mds detallado de la eleccidn de las variables explicati-
vas puede resolver la situacién. En el ejemplo ante- /
rior, la funcién de regresién basada sobre SRR /17
tiene la'misma validez que la basada en e Yy e yel/

uso de xl, X, 0 e, e, como {instrumentps

2 172
Tos mismos resultados.

conducen a /

Debe destacarse que la presencia de coeficientes ne-
gativos (en contra de lo esperado) no es necesario que /
se deban a la multicolinearidad o altas correlaciones /°
entre las variables explicativas. Consideremos la si- /

guiente matriz C de las tres variables y, X)s Xpi

1.0 6.7 0.3
0.7 1.0 0.5
0.3 0.5 1.0

(3.8)

donde las variables explicativas X} Y X no indican /
signos de multicolinearidad. Las ecuaciones de regre- /
sién de y sobre diferentes combinaciones de Tas varia- /

bles explicativas son (prescindiendo de una constante):/

y = 0.7x1

= 0.3x2

= 0.733x,-0.067x

, ) (3.9)

El coeficiente negativo de Xp no disminuye su valor/
No hay duda, uno debe /
ser cuidadoso al usar X, ¥ X, como instrumentos, no/
s610 en una situacidn tal, sino en general, incluse //
cuando los coeficientes parecen plausibles. La natura-/
leza de las variables econémicas y el dominio de validez
de la funcién de prediccién deben examinarse, quizds, u-
sando el propio conocimiento del mecanismo econémico ///
subyacente, que controla y, dados valores especificos de
Y X
de X} Y X5, fuera de un cierto dominio, puede haber //
factores, no observados en el pasado, que pueden jugar /

como una variable explicativa.

Si se necesita la prediccién para valores /

un papel importante.

JQué es La multicolinearidad?
ca la existencia de relaciones lineales entre las varia-/

En sentido estricto impli-

bles explicativas en Tos datos observados con anteriori-/
dad. En términos algebrdicos, |X'X| = 0 siendo X la /
matriz de las variables explicativas observadas, expresa-

das como desviaciones de las medias. Cuando esto ocurre,
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el rango de X es menor que el numero de variables ex- //
plicativas y no puede estimarse la funcidn de regresién/
completa, ya que no todos los coeficientes de regresién/
individual (es decir, las influencias separadas de las /
variables explicativas) son identificables. Sin embargo
ciertas combinaciones de los coeficientes de regresién /
son estimables, lo que implica que la prediccién es po-/
sible sélo en ciertas direcciones de las variables ex- /
plicativas. El método de estimacién cuando X es defi-'/
ciente en rango puede estudiarse en Rao (1965, 1973).

En la préctica, sin embargo, debido a errores de ob-
servacion en las variables explicativas, puede no ser //
posible la identificacién de las relaciones lineales, si
las hay. Escribamos la matriz de las variables explica-
tivas observadas como X + W, donde X designa la matriz /
de los valores verdaderos desconocidos y W la matriz de/
Podrfa suceder que |(X + W)'(X + W)| # 0,/
|X'X] = 0, lo que no nos indica si es un caso de
variables explicativas sin errores y sin relaciones 1i-/
neales (es decir, |X'X| # 0y W =0), o de variables /
explicativas con relaciones lineales, pero observadas /
[X'x] =0y [(X+W)'(x+W| #0
Examinaremos ambos casos y estudiaremos sus consecuen- /
cias en la estimacidn de Tos pardmetros.

los errores.
aunque

con error (es decir,

Caso 1: [x'x} #0

No hay multicolinearidad en sentido estricto. De a-
cuerdo con la teoria, todos los coeficientes de regre- /
sién son estimables insesgadamente y la prediccién es //
posible en todas las direcciones de las variables expli-
cativas. Consideremos una determinada direccién k de //
las variables explicativas, siendo k un vector tal que /
k'k = 1. al estimador minimo-cua-
driitico de 3 , el valor predicho de la variable depen-/
diente en la direccién k es (prescindiendo de una cons-/

: ~ :
tante) proporcional a k-B con varianza

Si designamos por 5

1

o2k (X'Y) 'k (3.10)

siendo 02 la varianza residual. La componente importan-
te de la expresién (3.10) es (X‘X)'l, y la precisién de/
la prediccidén en cualquier direccién dada depende de los
elementos de la matriz inversa. Sin embargo, para cual-
quier X'X dado, la precisidn de la prediccién depende de
la direccién k. Designemos por K el conjunto de direc-
ciones en las cuales se proyecta la prediccién. La efi-
ciencia mfnima de prediccién (o varianza mdxima de los /

vectores en K} serd

r(K) = max k' (x'X)"
v (3.11)



que se puede considerar como la pérdida asociada con un/
sistema dado X de variables explicativas ccn un determi-
nado K.

Si K es el conjunto de todas las direcciones en el /
espacio euclidiano 2 dem dimensiones,

r(X,E™ = 1/am (3.12)

siendo Xm el menor valor propio de ¥'X y el vector pro-

pio asociado con Ny . En general, cuando X‘X es casi /
cero, A, es pequefio, y, en consecuencia, la pérdida, /

como aparece en {3.12), es grande -situacién que puede /
considerarse como existencia de algin grado de multico-/
linearidad. En la prdctica, sin embargo, se puede no //
estar interesado en la prediccidén en todas las direccio-
nes y, por consiguiente, el valor de (3.12) puede no ser
pertinente. Representemos todos los valores propios de/
X'X por:

A} =Zxz2=...Z=2m

Y los correspondientes vectores propios por

Si nuestro interés se limita a las direcciones situadas/
en la variedad lineal generada por Kys vovs ks el va-/
lor de (3.11) es X" » que puede ser pequefio, aunque //
X; sea grande. De esta forma, la proximidad de ///
|X‘X| (que es igual al producto )‘1)‘2 -+Ap ) acerg
debido a que' A m ©S pequefio, no tiene consecuencias //
para nuestro propésito. Naturalmente, se pueden poner /
ejemplos X, ¥ X2 de X tales que

Mg (X, x,
mientras que N (X{X))< N (X3X,) y/o lXiXI‘ <|XéX2| ,
en cuyo caso X; es la mejor eleccién de las variables /
explicativas, aunque con el criterio de multicolineari-/
dad, basado en el menor valor propio, X2 puede conside-
rarse mejor.

Por lo tanto, se puede definir (3.11) como el grado/
de multicolinearidad en X, teniendo en cuenta el conjun-
to de dinecciones de interés. Sin embargo, debe tenerse
presente que, si los datos exhiben algin grado de multi-
colinearidad, esto se refleja en los errores tipicos, /
que son grandes {no hay forma de evitarlo, excepto me- /
diante el uso de informacién suplementaria). En tal ca-
s0, la amplitud del intervalo de confianza serd grande y,
en consecuencia, se reduce la utilidad del valor predicho
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Consideremos dos variables explicativas e Y & /
con la matriz C:

1.00 0.99
0.99 1.00 (3.13)

El1 determinante de la matriz de correlacidn es 0.0199, /
que puede considerarse pequefio, 1o que indica una alta /
multicolinearidad de las variables explicativas. Los /
valores propios de (3.13) son 1.99 y 0.01, de modo que /
la varianza del valor predicho es proporcional a 0.503 /
en la direccidén (1:1) para variables explicativas tipi-/
ficadas y 100 en la direccién (1 : - 1). Por consi- /7
guiente, si estamos interesados en la direccidn (1:1),
el gran valor de la varianza para la otra direccién no /
es pertinente. Asfmismo, si antes las variables expli-/
cativas no mostraron correlacién, lo que indica una co-/
linearidad perfecta, la varianza de la prediccién en la/
direccién (1 : 1) serfa proporcional a 1.00, que es mds/
grande que para el caso de multicolinearidad (3.13).

caso 2: [X'x| =0 yluul zo0, U=x+W

Hay, naturalmente, multicolinearidad en sentido es-/
tricto, pero estd oculta por la matriz de error descono-
cida W, y el caso 2 no se distingue del caso 1, a menos/
que se disponga de informacidn adicional. Usando el mé-
todo de los mfnimos cuadrados, los pardmetros de la re-/
gresién se estimarian mediante

8= (Uu) ury (3.14)

con la matriz D asociada:

s2uryy ! (3.15)

E1 valor predicho en cualquier direccién k es k'é con
varianza g2 k'(U'U)'lk.

Sea U'U ~ X'X = G definida positiva* y r el rango de
X. Existe una matriz P tal que

X'X + PAP', G = PP (3.16)

siendo A una matriz diagonal con elementos diagonales //
Az ..z\ # 0,0,...,0.5i P; es la columna i-/
-ésima de P, se ve fédcilmente que Pl s enes Pr abarca a
X'X (o X') y ninguna combinacién de Prppr oo P /
pertenece a la variedad lineal de X'aA.

En funcién de las matrices P y A :




1

() = ey aeny TR (3.17)

A
E1 valor predicho en la direccién P1 es P%ﬁ
tando 3 dado por (3.14). Luego :

, es- /

E(Pia) - PI(P‘1)|(A*I)’Ip‘1(X|X+W'x)

= 1 P]'B . 1 Q:w,xel
141 142 1
s
i=1,...r (3.18)
= QW'Xs, i>r, (3.19)

siendo Q la columna i-ésima de (P'l)', Para i =1, ..

ey T 0

I. - 1 = 1
E(P{8)-P] = —1—

P.B+Q!W'X8
1‘Xi i Ql

(3.20)
) VIR R

que es del orden (1 + A ) , ignorando el error en //

(3.20).

comparados con los de X'X, las X; son probablemente //

Si los elementos de W'W son pequefios en magnitud

grandes y el sesgo en {3.20) puede ser pequefio, supuesto/
que 1 direccidn de £as varniables explicativas estd en La
variedad Lineal de X'X.
pertenece a la variedad lineal de X'X:

Pero para i > r, cuando P no //

E(P}8) = Q[W'XB (3.21)

, el pardmetro/
bajo estimaci6n, y cuya magnitud deépende sélo de los e://

que no parece tener relacifn con P%ﬂ

rrores en X. De aquf, cualquier pretensién de que P% B/
sea un estimador de P;B para i > r no tiene sentido.

Examinemos la varianza atribuida de P% 8 , prescin-
diendo del multiplicador o2

- 1
Pi(U'U) ‘Pi = » =1, (3.22)
1+,
1
=1, i>r. (3.23)

De este modo, si las A; son grandes, las funciones P, 8

para i = 1, ...., r, se estiman con precisién razonable
Las varianzas asociadas con los estimadores propuestos de
P; B para i > r, son de magnitud relativamente gran-
de.

* S1 X y W estdn incorrelacionadas, E(U'U - X'X) es definida no nega-

tiva, pero U'U -X'X puede no serlo para todos los valores de W.
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En resumen, si las variables explicativas se han ob-/
servado sin error, podriamos haber aescubierto que las //
funciones linealas del tipo P%B » para i > r, no son
estimables. HNo reccnocer los errores, cuando existen, //
podrfa conducirnos a afirmar que P{B ,» para i > r, es

también estimable y que su estimacién y varianza son

s2py(ury) 1Py (3.24)

respectivamente. Si el rango de X es r, el estimador /
P%ﬁ » para 1 > r, estard en la naturaleza del puro /
ruido, sujeto a una varianza grande, y no guardard rela-/
cién con el pardmetro P{ﬂ bajo estimacién.

En tales situaciones, se hardn también afirmaciones /
erréneas acerca de las funciones k'g siendo k una com-
binacién de Tas P; para algunos valores de i< r y para/
E1 estimador k'8

un gran sesgo, asi como una varianza grande.

algunos mayores que r. puede tener /

Por consiguiente, una varianza grande para un predic-
tor puede deberse a la no-estimabilidad, como en el caso/
2, 0 a una estimabilidad pobre, como en el caso 1, de //
ciertas funciones, y, a menudo, es diffcil distinguir en-
tre los dos casos. La situacién no serfa en la préctica/
Supuesilo que se tiene fLa precaucién debida al utilizar //
estimadones sujetos a ernones tipicos grandes (calculando
los intervalos de confianza).

Rao Potluri (1973) 1levé a cabo ura investigacién so-
bre diferentes 1ineas de accidén cuando [X‘XI = 0 y cuan-
Los resultados que obtuvo son inte-

resantes desde un punto de vista prdctico.

do hay errores en X.

4. VARIABLES CON ESTRUCTURA FACTORIAL

Sean y, una variable dependiente, y xl, eses xm, m /
variables explicativas, con una estructura factorial, es/
decir, existen variables hipotéticas fls eees f tales /
que

y = amf1 L aoka + ey

(4.1)

irfy *- £y +e;, i=1,...,m,

.t alk (4‘2)
donde e,, e}, ..., e, estdn incorrelacionadas entre sf /
y también estdn incorrelacionadas con los factores fl' ..
«os fy. (COmo utilizamos 1a informacién de la estructural

factorial (4.1) - (4.2) al predecir y usando X)> +es Xg?

Para entender el problema consideremos el caso de una



variable con un sélo factor y la estructura

Y= 3f e, x; = fre;  iel,...,m (4.3)

donde los coeficientes de f en X, pueden tomarse como u-
nitarios, sin pérdida de generalidad. Ademds sea

V(f) = o, V(e;) = of. (4.4)
Es evidente que Ta regresién de y sobre f es
y o= af (4.5)
Y que la de y sobre Xys -ees X, es
02 2
a 2 g2/42 .
y = 3z :i‘_f_‘i- °j = 9g/e}f  (4.6)

Un hecho digno de mencién de 1a ecuacién de regresidn es
que segdn aumenta m, disminuye el coeficiente de cual-//
quier x fija, y la suma del coeficiente es

Za?

a 1

— (4.7)
o ]+[ui

que se aproxima a a, segin aumenta m. El cuadrado de /
Ta correlacién miltiple de y sobre X)s «-us Xy €S

2, 1 2 1
35 ¢ (" :z—) G‘o * ;z—) (4.8)
i [
que tiene como cota superior
al sfa? + (4.9)
0 0 BZ .
0

Esto implica que cuando m — 9@ , 1a tasa de reduc-
cién de la varianza residual de y, dado X]s -ves Xy,S€rd
pequefia.

Supongamos que ajustamos la regresién de y sobre ///
xl, cees X sobre la base de n conjuntos de observacio-
nes sobre (y, xj, ..., x5) de la forma habitual. Las //
magnitudes de los coeficientes de regresién parcial dis-
minuyen segin aumenta m, mientras que los errores tipi-/
cos de estos coeficientes podrfan aumentar a partir de /
un cierto valor de m. El resultado es que, si se docima
la significacién de estos coeficientes con un nivel del/
5 6 del 1 por ciento, puede considerarse un gran nimero/
de veces como no significativa.

Cuando hay mds de un factor comdn, surge una situa-/
ET ndmero de los coeficientes de regre-
sién aumenta, perc sus magnitudes estdn sometidas a res-
Puesto que tales restricciones no/

cidn semejante.

tricciones lineales.
se admiten al ajustar la regresi6n, la precisién de los/
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estimadores individuales disminuye seglin aumenta m. Ade-
més, hay un 1fmite natural para la correlacién miltiple,/
segin aumenta m, y, en consecuencia, las décimas sobre //
lTos coeficientes de regresién individual Tlegan a ser ca-
da vez menos potentes, a no ser que se incremente simul-/
taneamente el tamafio de Ta muestra.

E1 ejemplo cldsico de Fisher (1938) para la predic- /
cién de la aclimatacidn a grandes altitudes, usando 7 ca-
racterfsticas a nivel del mar, puede explicarse por medio
del fendmeno descrito anteriormente. En la férmula con 7
caracterTsticas, ningln coeficiente fue significativamen-
te distinto de cero a un nivel de significacién del 5%. /

Comentando este fendmeno, Fisher observd:

Esto no sdignifica que fLa énmula carezea de valor, //
44no que todos Los coeficientes individuales podrian/
‘varianse en grar ‘medida, y, siempre que £Los o0rod ‘coe
ficientes se afustasen de forma adecuada, el valon //
predictive no variaria apreciablemente. La §onmuta /
con 7 variables es, pon tanto, muy arbitraria, y una/
0 mis de Las variables utilizadas debe sen cienta- /

mente nedendante.

Fisher procedié a eliminar algunas variables, una a una,/
suprinienus cada vez la variable cuyo coeficiente tenfa/
la razén F (o t) minima, hasta que los coeficientes de la
ecuacion de regresién, con el nimero de variables reduci-
do, eran sigiificativos al nivel de! '5%. Fisher dié tam-
bién otra explicacién para eliminar algunas de las varia-
bles, argumentando que la varianza del error de predic- /
cién mediante la férmula de regresién no debfa ser infe-/
rior a la de los errores independientes en la variable //
dependiente. El uso de mds de cuatro caracteres parecfa/
indicar una precisién espuria.

No estd claro 1o que Fisher pensaba al establecer que
la ecuacién de regresién es arbitraria, indicando que al-
gunas variables eran redundantes. Quizds se estaba refi-
riendo a la multicolinearidad, estudiada en la Seccién 3
de esta conferencia. Sin embargo, la situacién, como en/
el ejemplo de Fisher, puede surgir cuando las variables /
tienen una estructura factorial, como se demostré en el /
caso sencillo de un Unico factor.
proceder como sigue:

En tal caso, se puede/

Consideremos, de nuevo, la estructura dada en (4.3} y

sea X = (il + ...+ xﬁ)]m. La regresidn de y sobre X es:

y = 7 x (4.10)

Si el coeficiente de x se estima de la forma habitual a /




partir de n conjuntos de observaciones sobre (y, x) no /
surge ningin problema del tipo que encontramos en el ca-
so de los coeficientes de regresién miltiple. El error/
de prediccién disminuye cuando m — ©© y ninguna varia-
ble necesita ser considerada como redundante. Observa-/
mos que X es una estimacién (no necesariamente 6ptima) /
de la variable factorial f, asf que la regresi6n de y //
sobre X es una buena aproximacién para la de y sobre f./
En la prdctica, no se conoce la estructura factorial ni/
el nimero de factores. En tal caso, puede considerarse/
la posibilidad de extraer los factores usando la matriz/
de dispersién estimada de (xl. cees xm). Sean fp, ..../
..» £ los factores estimados como combinaciones linea-
les de Xps cees Xg usando cualquier método tipico del /
andlisis factorial. Si la estructura factorial se man-/
tiene como en (4.1)-(4.2), la regresién de y sobre f;, .
cees fk puede proporcionar una férmula de prediccién /
mejor que la regresién de y sobre Xy eees X

La técnica descrita es, probablemente, bien conocida
por los expertos en andlisis factorial, pero no es popu-
lar en la litera ura estadfstica. Sin embargo, los eco-
nomistas han intentado utilizar las componentes princi-/
pales dominantes de Xps --ns Xo €N la férmula de pre- /
diccién, que no es lo mismo que usar los factores, a me-
vie ) /
Incluso bajo

nos que sean casi iguales las varianzas af =
en (4.2) (véase, por ejemplo, Rao (1955)).
una estructura factorial, las componentes_principa]es //
menos importantes pueden tener correlaciones altas con /
la variable dependiente y despreciarlas puede dafar la /
predic¢ién. Debe tenerse presente que el método sugeri-
do sélo es aplicable cuando la estructura factorial del/
tipo (4.1)-(4.2) se mantiene tanto para fa variable de-/
pendiente como para Las variables explicativas.

5. ESTIMACION DE UNA MEDIDA VERDADERA-UNA ANOMALIA

Supongamos que x es una medida verdadera (no obser-/
vable) de una caracterfstica de un individuo y que y es/
1a medida observada sujeta a error, es decir, y = x + e,
siendo e un error independiente de x. E1 problema con-/

siste en estimar (o predecir) x, dado y.

Consideremos la distribucién bivariante de (x, y. /
Puede verse que:

E(y) = E(x) = o (5.1)

Viy) = ci+az, covIx,y) = o

X (5.2)

y o} las varianzas de las distribuciones //

marginales de x y e, respectivamente.

siendo g2

Por hip6tesis, la

72

C.R. RAQ

regresién de y sobre x es lineal, Lo que no quiere decin/
que La negresion de x sobre y sea Lineal. Las condicic-/
nes exactas bajo las cuales ocurre esto pueden verse en /
Rao (1974). Si suponemos que la regresién de x sobre y /
es también lineal, la ecuacién de regresién es

- oi
X = a+ (y-a)
02 + g2
oé 02
i 2 2 ot x y
52 + ¢ o2 +
X e x e (5.3)

siendo y un estimador insesgado de x (o de regresién in-/
versa) y X es el estimador de regresién (directa) de x, /
que son iguales s6élo cuando of » la varianza del erron
Los errores cuadrdticos medios de estos dos es-

timadores ‘son:

es cero.

E(y-x)*

1
a

(5.4)

E(x-x)2
(5.5)

de modo que juzgando por el criterio del error cuadrdtico
medio {0 pérdida cuadritica), el estimador de regresién /
directa x es mejor que el estimador de regresién inversa/
y-

En la prictica o, o, ¥ O
Sin embargo, si los datos anteriores proporcionan deter-/

pueden no conocerse. /

minaciones miltiples de la caracter{stica especifica so-/
bre, al menos, algunos individuos observados, pueden es-/
timarse los pardmetros «, 0,

Y g, como se indican en/

Rao (1965). Usando los estimadores «,0,, 0, , el //
estimador de la regresién puede escribirse:
a2 . ~
. J - o2
X= S+ —%y
a2 o2 02 + o2 (5.6)

que serd todavia mejor que y, siempre que los datos ante-
riores sean suficientemente numerosos y se dispongan de /
estimaciones estables de o ,a, ¥y o, .

Consideremos una posible aplicacién del procedimiento
de estimacién anterior. Supéngase que una persona va a /
un hospital y el médico pide un andlisis de colesterol en
sangre al laboratorio clfnico, que da un resultado de y /
unidades. Se sabe que la determinacidn del colesterol en
sangre estd sujeta a un error, cuya varianza es, por ejem
plo, gf . Si se dispone de datos anteriores del andlisis



del colesterol en sangre de personas, se pueden tener es-
timaciones de la media general, o , de la varianza del/
verdadero colesterol en sangre entre las personas, of y
de la varianza del error en una determinacién individual
af . ¢Debe el médico, por rutina, usar el estimador y
o usar el estimador de regresién alternativo, posible-//
mente con error cuadrdtico medio menor:
2 . 02

X = x .é a + ;§ " ;é

y (5.7)

X +
con fines de diagnéstico?.
estimador sesgado de x ¥ |x -&|< |y -&| , es decir,/
x se desvia algo menos de la media general que y, lo que
indica una situacién patolégica menor que la revelada //
por y.

Puede observarse que x es un

Para responder a esta pregunta, calculamos los erro-
res cuadrdticos medios de y y &, dado x, suponiendo que/

se conocen a,o,,0, » que son:
2 2
E |(y-x)"/x]|= o2 (5.8)
" algh ol
E[(X.X):2 /x] ) e2x 2y2 * 2 e2 2 (X-X)Z
(‘,X*ce) (°e+°x) (5.9)

Para x dado (una persona determinada), el error cuadri-/
tico medio de % es mayor que el de y cuando

2
(x-a)® > 20% + o} (5.10)
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aunque el error cuadrdtico medio total (personas) de & /
es mds pequefio que el de y. En consecuencia, para gran-/
des desviaciones del valor verdadero de x de la media ge-
neral, y es mejor estimador que %, y al contrario, para /
pequefias desviaciones. Puesto que X subestima (sesgo por
defecto) y la subestimacidn, en el caso de grandes des-//
viaciones, puede ser no deseable, desde el punto de vista
del diagnéstico y tratamiento médicos, Y parece ser una /
eleccidn mds segura que x, como estimador del desconocido
X en un caso individual.

Ademds, supongamos que a una persona se le somete a /
tratamiento a causa de una gran desviacién de Ta media //
general de su colesterol en sangre, y cada semana se le /7
hace un andlisis. Sean Yis Yoo one las estimaciones co-
rrespondientes de la regresién. Puesto que las estima- /
ciones de la regresién son sesgadas con respecto a la me-
dia general, la tasa de recuperacidén indicada por la se-/
rie de % serd mis baja (sesgada) que la de la serie de y,
que proporciona una estimacidén insesgada de la tendencia.
En consecuencia, en la situacién considerada, Y parece /
que sirve un mejor propdsito que R.

Sin embargo, puede haber otras situaciones en que las
consideraciones individuales no son importantes Y en que/
la funcién de pérdida es cuadrética, lo que favorece la /
eleccién de X e y.




