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AURKEZPENA

Estatistikako Mintegi Internazionalak sustatzean, hainbat xederekin bete nahi luke Euskal Estatistika-
Erakundeak, hala nola:

_ Unibertsitatearekiko eta, Estatistika Sailarekiko lankidetza bultzatu.

_ Funtzionari, irakasle, ikasle eta estatistikaren alorrean interesaturik leudekeen guztien birziklapen
profesionala erraztu.

_ Estatistikako alorrean eta mundu-mailan irakasle prestu eta abangoardiako ikerlari diren pertso-
naiak Fuskadira ekarri, guzti horrek zuzeneko harremanei eta esperientzien ezagupenei dagokienez
suposatzen duen ondorio positiboarekin.

Tharduketa osagarri bezala eta interesaturik leudekeen ahalik eta pertsona eta Erakunde gehienetara

iristearren, Ikastaro hauetako txostenak argitaratzea erabaki da, beti ere txostenemailearen jatorrizko hiz-
kuntza errespetatuz, horrela gure Herrian gai honi buruzko ezagutza zabaltzen laguntzeko asmoarekin.

Vitoria-Gasteiz, 1992ko Abendua
JOSE MARIA AGIRRE ESKISABEL
Zuzendari Orokorra

PRESENTATION

L'Institut Basque de Statistique se propose d'atteindre plusieurs objectifs par la promotion des Sémi-
naires Internationaux de Statistique:

— Encourager la collaboration avec l'université et spécialment avec les départements de statistique.

— Faciliter le recyclage professionnel des fonctionnaires, professeurs, éleves, et tous ceux qui pour-
raient etre intéressés par la statistique.

_ Inviter en Euskadi des professeurs mondialement renommés et des chercheurs de premier ordre en
matiére de Statistique avec tout ce que cela pourrait entrainer comme avantage dans les rappots et
I'échange d'expériences.

En autre, il a été décidé de publier les exposés de ces rencontres afin d'atteindre le plus grand nombre

de personnes et d'institutions intéressées, et pour contribuer ainsi 2 développer dans notre pays les con-
naissances sur cette matire. Dans chaque cas la langue d'origine du conférencier sera respectée.

Vitoria-Gasteiz, Décembre 1992
JOSE MARIA AGIRRE ESKISABEL
Directeur Général



PRESENTACION

Al promover los Seminarios Internacionales de Estadistica, el Instituto Vasco de Estadistica pretende
cubrir varios objetivos:

— Fomentar la colaboracién con la Universidad y en especial con los Departamentos de Estadistica.

— Facilitar el reciclaje profesional de funcionarios, profesores, alumnos y cuantos puedan estar intere-
sados en el campo estadistico.

— Traer a Euskadi a ilustres profesores e investigadores de vanguardia en materia estadistica, a nivel
mundial, con el consiguiente efecto positivo en cuanto a la relacién directa y conocimiento de
experiencias.

Como actuacién complementaria y para llegar al mayor niimero posible de personas e Instituciones

interesadas, se ha decidido publicar las ponencias de estos Cursos, respetando en todo caso la lengua ori-
ginal del ponente, para contribuir asi a acrecentar el conocimiento sobre esta materia en nuestro Pais.

vVitoria—Gasteiz, Diciembre de 1992
JOSE MARIA AGIRRE ESKISABEL
Director General
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LES PREMIERES ETAPES
D'UNE ANALYSE DE DONNEES

1.1 Introduction

Les étapes préliminaires 2 une analyse des données sont essentiellement
la définition des individus et des variables, la construction d'un tableau
de données, la description élémentaire de ce tableau par exemple a l'aide
d'histogrammes, le changement de variables par exemple pour rendre le
tableau plus homogéne. Pour effectuer ces différentes étapes,
l'utilisateur est amené a faire un certain nombre de choix de base. Il
s'agit essentiellement du choix de l'ensemble des individus et de
'ensemble des variables, du type associé a chaque variable (nominale,
ordinale, mesure, etc.), de la fagon de la coder (sous forme numérique,
de modalités, binaire, etc.). Enfin, l'utilisateur sera souvent amené a
choisir une mesure de ressemblance entre les individus. Toutes ces
notions sont définies de fagon précise dans ce chapitre. De plus, & chaque
étape, nous décrivons les différentes possibilités qui sont offertes dans le
logiciel SICLA.

1.2 Les principaux choix de base

1.2.1 Choix de l'ensemble des individus

1l existe d'innombrables fagons de définir un ensemble d'individus :
depuis l'enquéte sur les clients d'un magasin jusqu'a l'enquéte
internationale organisée par 1'Organisation Mondiale de la Santé
(O.M.S) ; depuis la fagon de recueillir les observations sur un site
pétrolier a celle de mesurer l'efficacité d'un engrais ou d'une campagne
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publicitaire. Les techniques de recueil de données different, bien sir,
d'un domaine i l'autre, voire dans le méme domaine. Elles different
suivant le type de probléme posé. Il se produit parfois que l'ensemble
des individus traités soit exhaustif (pays de '0.N.U. par exemple). Dans
le cas le plus fréquent, il s'agit d'un échantillon d'une population plus
vaste. La fagon dont les individus ont été recueillis est alors
fondamentale et on peut faire appel 2 la théorie des sondages et aux
pratiques qui en résultent: plan de sondage, sondage aléatoire
(élémentaire, en groupe, etc.) ou plus empiriquement 4 la méthode des
quotas [Grosbras, 1987].

Dans la pratique, l'analyste de données intervient généralement
seulement en aval du recueil et utilise des méthodes de description qui
sont souvent indépendantes de la fagon dont les données ont été
obtenues : en effet, beaucoup de méthodes d'analyse des données ne
nécessitent pas d'hypothése sur la fagon dont les individus ont éié
recueillis et ont pour objectif essentiel de traiter les données telles
qu'elles sont fournies.

1.2.2  Définition et choix de l'ensemble des variables

A chaque paramétre choisi par l'utilisateur pour décrire les individus,
on peut associer une ou plusieurs variables. Dans toute la suite, on note

€2 I'ensemble des individus. Une variable est définie par :
1) une application v de Q sur un ensemble d'arrivée O.
2) une structure algébrique S sur O pouvant se transporter sur €2 par v.

Par la suite avec un certain abus de langage commode, on donnera le
méme nom a l'application v et a la variable v. On peut donc représenter
une variable v par le schéma suivant :

v
Q — 0 muni de la structure S

Le choix des variables est étroitement 1ié au probléme posé. Clest
essentiellement au spécialiste que revient cette tiche. Cependant
l'analyse des données peut permettre d'en vérifier la validité en faisant
ressortir, par exemple, les redondances et la pertinence de certaines
variables comme nous le verrons aux chapitres suivants.
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Exemple : considérons le paramétre poids ; si I'on désire utiliser le poids
exact, on définit une variable v qui associe a chaque individu son poids;
l'espace d'arrivée O est I'ensemble des réels positifs et sa structure
algébrique S est celle du corps des réels, autrement dit l'addition, la
multiplication et la relation d'ordre ont un sens. Par contre, si I'on est
seulement intéressé par des classes de poids, on définit une nouvelle
variable v' qui associe a chaque individu sa classe de poids; l'espace
d'arrivée O' est alors 1'ensemble des entiers naturels muni d'une relation
d'ordre notée S' (dans ce cas, seule la relation d'ordre a un sens). On voit
que les variables v et v' sont différentes bien qu'elles concernent le
méme parameétre "poids”.

1.2.3 Les différents types de variables

Aprés avoir choisi les variables, il faut leur associer un "type”. Suivant
la structure S, on peut distinguer deux grands types de variables : les
variables quantitatives et les variables qualitatives.

Les variables quantitatives

L'ensemble d'arrivée est R. On ne retient que la structure d'ordre et
d'espace vectoriel. Dans ce cas, la variable v induit un préordre (i.e. un
"ordre avec ex aequo"). L'analyse des données permettra entre autres de
mettre en évidence des liaisons linéaires entre de telles variables. Dans la
pratique, on distingue les types suivants :

- quantitatif mesurable (revenu, poids, ...)

- quantitatif d'ordre (note, rang, ...)

- quantitatif de comptage (fréquence, contingence, ...)

- quantitatif binaire (succés-échec, présence-absence, ...)

Les variables qualitatives

L'ensemble d'arrivée O est fini. Les éléments de O sont appelés
modalités de la variable. On distingue essentiellement les types suivants :

- qualitatif nominal (lieu géographique, catégorie socio-profession-
nelle, ...) : on ne considere que la structure d'ensemble, v définit ainsi
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une relation d'équivalence sur Q.

- qualitatif ordinal (pas d'accord, sans opinion, tout i fait d'accord,...) :
O est muni d'une structure d'ordre total.

- qualitatif textuel (titre de film, nom d'auteur, )

1.2.4 Le choix du codage

Une variable v : Q — O muni d'une structure S étant choisie, le codage
intervient chaque fois que I'on désire modifier I'espace d'arrivée O, ou
les valeurs prises par v dans O, ou encore la structure algébrique S
associée a ces valeurs. Ainsi, réaliser un codage revient dans tous les cas
a effectuer un changement de variables. On peut exprimer le codage ¢
qui permet de passer de la variable v 2 la variable v' a I'aide du schéma
suivant :

v Omuni de la structure S
__.’

Q
V' =cgv \/c

O’ muni de la structure S'

Exemple : considérons v la variable "dge" : c'est une variable
quantitative mesurable. Si I'on désire transformer 1'dge en classes dage,
on obtient une nouvelle variable v' qui est qualitative ordinale. Si
maintenant, on ne désire plus faire intervenir l'ordre entre les tranches
d'dge, on obtient une variable qualitative nominale. On modifie ainsi ia
structure algébrique de l'espace d'arrivée bien que les valeurs prises par
la variable n'aient pas été modifiées.

Ainsi, considérons, la variable quantitative 4ge, v est définie sur Q={w;,
w2, w3} avec v(wi) = 17, v(w2) = 64, v(w3) = 25 et supposons que les
tranches d'age sont [1,20], ]20,40], ]40,80] respectivement codées 1, 2,
3, alors la nouvelle variable v' qui est qualitative ordinale prendra les
valeurs v'(w1) = cov(wi1) = ¢(17) = 1, vi(w3) = cov(wz) = 3,
vi(w3) = cov(w3) = 2.
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Nous traiterons en détail la notion de codage au paragraphe 1.6. 1l s'agit
d'un choix de base fondamental en analyse des données, car on est
souvent amené a transformer les variables pour les rendre plus
homogenes entre elles ou pour les rendre compatibles avec des méthodes
qui leur donnent un éclairage enrichissant. Par exemple, on transforme
souvent des variables quantitatives en variables qualitatives afin de faire
ressortir des liaisons non linéaires. L'analyste de données dispose d'une
grande gamme d'outils permettant de passer d'un type de variable a un
autre. Des choix qu'il fera, dépendra le résultat de I'analyse.

1.2.5 Choix d'une similarité ou
d'une dissimilarité

1 s'agit d'un choix important qui intervient dans la plupart des méthodes
de classification automatique ou d'analyse factorielle. Cette notion vise
essentiellement 3 associer une valeur numérique a chaque couple
d'individus ou de variables pour mesurer leur ressemblance. Nous
présenterons au paragraphe 1.7 les principaux choix possibles : les
indices de similarité, de dissimilarité, de distance, les ultramétriques etc.

Exemple : supposons que Q soit un ensemble formé de 2 plantes wy et
wy et que l'on dispose de 3 variables pour les caractériser : vy, le
nombre de feuilles ; v2, le nombre de pétales ; v3, le nombre de
bourgeons. On peut alors mesurer la similarité par le nombre
d'occurrences communes et la dissimilarité par le nombre de
différences ; ainsi, sur la figure 1.1, la similarité s(wi, w2) = 2 et la
dissimilarité d(wj, w2) = 1.

vi| v2 | v3
wi 1 5 1
w2 1 5 0

Fig. 1.1 : w] et w2 ont 2 occurences communes
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1.3 Construction d'un tableau
de données

1.3.1 Définition et notations

Un tableau de données est un tableau rectangulaire qui se déduit de la
définition de I'ensemble des individus et des variables. Soit n le nombre
d'individus et p le nombre de variables. Notant {W1,...,wn} l'ensemble
Q des individus et {vy, ..., vp} I'ensemble V des variables, le tableau de

données associé est :

X =(x;i=l,..n;j=1,...p) od x] = vi(wi).

1.3.2 Exemples de tableaux de données

Tableaux individus x variables

Tableaux de données quantitatives

Lorsque toutes les variables choisies sont quantitatives, on peut établir
un tableau de données quantitatives qui contient des valeurs numériques
quelconques. Les variables expriment, par exemple, des taux de
production, des poids, des longueurs, etc.

Dans l'exemple donné figure 1.2, Q est un ensemble dont chaque

élément wy est associé a un sondage géologique. Les paramétres
expriment la teneur en différents minerais de chacun des sondages. Ce
sont des variables quantitatives mesurables : vj(wj) est une mesure de la

teneur du minerai j pour le sondage wij.

22



Les premiéres éwapes d'une analyse de données

Variables | Teneur en | Teneur en

n° du sondage fer cuivre’
1 0.1 0.2
2 0.3 0.3
3 0.4 0.2

Fig. 1.2 : La teneur en cuivre pour le troisiéme sondage est va(w3) = 0.2

Tableaux de données qualitatives ou de modalités

Dans ce cas, toutes les variables sont qualitatives. Si elles sont toutes
ordinales (respectivement nominales), on dira que I'on a un tableau de
modalités ordonnées (respectivement non-ordonnées). Considérons, par
exemple, le tableau de modalités ordonnées de la figure 1.3. Pour

j=1.23,4 vj: Q — {1,2,3} est une variable qualitative ordinale.

Journaux
Vi \'5) v3 v4
Individus
w1 3 1
w2 2 3 1
w3 1 2 1 2

Fig. 1.3 : L'individu répond 1, 2 ou 3 suivant sa fréquence de lecture d'un journal.
La réponse 1 signifie "pas du tout", 2 "quelquefois”, 3 "souvent”.

Tableaux binaires

On rencontre souvent des variables qui ne prennent que deux valeurs
codées généralement O et 1. Elles conduisent a des tableaux binaires. On
les trouve par exemple dans des données d'enquétes. Considérons

I'exemple de la figure 1.4 ; pour j=1,2,3,4, vj: Q — (0,1} est une
variable quantitative binaire.
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Journaux
V] v2 v3 v4
Individus
w1 1 0 0
w2 0 1 1 0
w3 1 0 0 1

Fig. 1.4 : Chaque individu doit répondre par "oui" ou par "non" 2 la question :
avez-vous déja acheté ce journal ?
Le "oui" est codé 1, le "non” est codé 0

Tableaux de préférence

Par exemple, on dispose des préférences de personnes interrogées sur
des marques de parfum.

Marques de
Personnes parfum Mi| M2| M3| Mg | M;s
interrogées
Wi 1 3 4 2 5
w2 3 2 5 4 1
w3 5 3 4 2 1
Wy 1 5 3 4 2

Fig. 1.5 : Les personnes interrogées marquent parunenotede 145
T'ordre de leur préférence pour les cinq parfums

Ici Q représente l'ensemble des personnes interrogées. Aux marques M;

sont associées des variables vi: Q — {1,2,3,4,5} qui peuvent étre

considérées comme un ensemble de variables qualitatives ordinales.
v3(w2) =5 signifie que le deuxieéme individu préfere la troisizme
marque de parfum 2 toutes les autres.

Tableaux hétérogénes

Il s'agit de tableaux ou les variables sont de différents types. Dans la
figure 1.6, nous donnons un exemple de tableau hétérogéne.
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Variables Mode de
Prix transport | Fragilité
Marchandises
w1 7.6 avion 1
w2 10.9 bateau 2
w3 35 train 3

Fig. 1.6 : Tableau hétérogene

Au paramétre "prix", on a associé la variable quantitative mesurable
vi: Q- R.

Au paramétre "mode de transport", on a associ€¢ la variable qualitative
nominale v2: Q — {avion, bateau, train}.

Au parametre "Fragilité", on a associé la variable qualitative ordinale
vi: Q- {1,2,3}.

Tableaux variables X variables

Tableaux de contingence et tableaux de fréquence

A partir de deux variables qualitatives, on définit le tableau de
contingence croisant les modalités des deux variables. L'ensemble des
lignes correspond aux modalités de la premiére variable et I'ensemble
des colonnes aux modalités de la seconde variable. La case a
l'intersection de la ligne i et de la colonne j contient le nombre
d'individus ayant choisi la modalité i de la premiére variable et la
modalité j de la seconde variable. Si I'on divise chaque valeur de ce
tableau par le cardinal de la population, on obtient le tableau de
fréquences relatives que I'on appellera plus simplement tableau de
fréquence.

Exemple : le tableau de contingence (figure 1.7) permet d'étudier la
fréquence de consommation d'alcool selon le sexe d'une population de
lycéens.
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Sexe Gargon Fille
Consommation
nulle 48 55
< 1 fois par semaine 24 31
1 fois par semaine 14 10
> 1 fois par semaine 5 3

Fig. 1.7 : Exemple de tableau de contingence.

Dans la suite de ce livre, on utilise les notations suivantes : I et J sont les
deux variables qualitatives ayant respectivement n et p modalités. Afin
de rendre plus lisible le texte, I et J représentent aussi I'ensemble des n
modalités et 'ensemble des p modalités :

I={1,..i,..n}
I={1,...j,..p}

ol i est la i®me modalité de I et j la j#me modalité de J.
njj est le nombre d'individus possédant i l1a fois la modalité i et la
modalité j.
Le tableau de contingence est I'ensemble {njj, i€, jel}.
Onposes= Y Y njj
i€l jeJ
s représente le cardinal de la population sur laquelle sont définies les
deux variables qualitatives.

Le tableau F des fréquences est I'ensemble {fij = Esu ,iel, jelJ}.

fij est une estimation de la probabilité qu'un individu présente
simultanément la modalité i et la modalité j. On définit alors les
fréquences marginales fj et f;:
Viel fi = 3 fij et Vjel fj= 3 £
jel iel
Les vecteurs (f1, ...fi, ...fo.) et (f 1, ...fj, ...fp) sont notés fj et fj. Ce
sont les lois marginales définies sur I et J.

On définit les fréquences conditionnelles f} et fJi :
Viel, Vie] f=tl e -
DRCE I T #

i i i j j j , Ll j
Les vecteurs (fy, ...fj, ...fp) et (f{, ...f{, ...fﬂ,) sont notés fy et fjl.
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Ce sont les lois conditionnelles. Elles sont aussi appelées profils.
On a les propriétés suivantes :

Toutes les quantités fjj, fi, f, fJ'- et f] sont positives et inférieures a un.

> ¥ fj=1, 2 fi=let I fj=1
iel jeJ iel :ieJ
. Vje] 3 fl=1let Viel 3 fj=1
iel jel

Tableaux de contingence multiple

Nous venons de voir qu'un tableau de contingence est construit a partir
de deux variables qualitatives définies sur une méme population. Ceci
peut étre généralisé en croisant non plus deux variables qualitatives mais
deux familles de variables qualitatives définies sur une méme
population. On parle alors de tableau de contingence multiple.

Si on note (I, Iz, ...Iy) et (J1, J2, ...Jp) les deux familles de variables
qualitatives, le tableau de contingence multiple associé est formé des
tableaux de contingence Tk¢ de tous les couples (g, Jp)avec1 <k <ret

1< @<t (figure 1.8)

J1 J | Jt

Fig. 1.8 : Tableau de contingence multiple
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Les deux familles ne sont pas nécessairement disjointes. Si tel est le cas
les blocs obtenus en croisant une variable avec elle-méme prennent alors
la forme particuliere d'une matrice diagonale dont chacun des éléments
de la diagonale est le nombre d'occurrences de la modalité
correspondante.

En particulier, si les deux familles de variables sont identiques, le
tableau obtenu est appelé tableau de Burt. Il prend alors la forme d'un
tableau carré symétrique dont les blocs diagonaux sont les matrices
diagonales dont nous venons de parler.

Lorsqu'une des familles est réduite A une seule variable, le tableau
obtenu est appelé tableau de contingence Juxtaposé.

Dans tous les cas, les propriétés d'un tableau de contingence peuvent
s'étendre. A ces propriétés s'ajoutent des relations particuliéres liées a la
structure de ces tableaux. En particulier, on étudiera au chapitre 3, les
propriétés d'un tableau de Burt lors de.1'étude de I'analyse factorielle
des correspondances multiples.

Tableaux de similarité

Ces tableaux recensent des similarités entre des variables. Par exemple,
on considere souvent les tableaux de corrélation et de covariance définis
par les corrélations ou les covariances de tous les couples de variables
quantitatives (cf. 1.4.1).

Tableaux individus x individus

Lorsqu'on évalue la similarité ou la dissimilarité entre chaque couple
d'individus, on construit un tableau de proximités. Par exemple, si
I'on considére des machines a laver que I'on veut comparer les unes aux
autres, la case (j,k) contiendra une note de 1 i 10, mesurant la
ressemblance des machines j et k. Cette note peut étre une moyenne
obtenue & I'aide d'un groupe de spécialistes (voir figure 1.9).
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Machines a laver
M M3 M3 | My
Machines a laver

M 10 37] 62 1.5
Mz 371 10 871 5.3
M3 62| 871 10 9.4
M4 1.5] 53| 94| 10

Fig. 1.9 : Le spécialiste marque une note de 1 2 10
mesurant la ressemblance des machines

Tableaux a trois dimensions

Enfin, I'utilisateur peut se trouver confronté a des tableaux & trois
dimensions. Par exemple, si différents experts donnent leur avis, on
obtient un ensemble de tableaux de proximités. On voit aussi une
troisiéme dimension apparaitre quand un méme tableau de mesures est
enregistré a différents instants. Un cas typique est celui ou les individus
sont des pays et les variables différents types de productions industrielles
évoluant dans le temps :

temps

individus

4>
variables

Fig. 1.10 : Tableaux de données a 3 dimensions
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1.3.3 Les commandes de SICLA pour la saisie
des données

La notion de dictionnaire :

Le dictionnaire des variables contient pour chaque variable :

- son nom (ou “identificateur")

- son libellé (c'est une phrase qui décrit la variable de fagon plus précise
que son nom)

- son type (quantitatif, qualitatif, etc.)

Si la variable est qualitative, le dictionnaire contiendra également le nom
et le libellé de chaque modalité.

Le dictionnaire des individus contient le nom et éventuellement le libellé
de chaque individu.

La notion de structure de données :

La structure de données est I'ensemble formé du dictionnaire des
variables, du dictionnaire des individus et du tableau de données.

La saisie :

C'est I'opération qui consiste A enregistrer la structure de données 2
partir des données fournies par I'utilisateur.

SICLA permet I'enregistrement d'autres types de tableaux de données
(tableau de distances, tableau de contingence,...).

Les principales commandes de SICLA concernant la saisie des données
sont ENRV ou ENRFIC pour le dictionnaire des variables, ENRI et
ENRIT pour le dictionnaire des individus et les données.
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1.4 Description élémentaire d'un
tableau de données

Avant d'aborder les méthodes de représentation plus complexes, bien
adaptées au cas multidimensionnel, comme I'analyse factorielle ou la
classification, nous présentons quelques techniques de description
simples qui sont couramment utilisées.

1.4.1 Description élémentaire de variables
quantitatives

La i2me ligne de la matrice X représente I'ensemble des p valeurs prises
par le i¢eme individu qui sera considéré comme un €lément de RP appelé
de ce fait espace des individus. A chaque individu wj de Q est associé
le vecteur x;j :

(xi)
3

<

De méme, on introduit l'espace des variables Rn. A chaque variable vj

est associée une colonne de X définie par le vecteur x

(%1

X2

\xh/
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Description de chaque variable
Les €léments descriptifs de chaque variable sont :

le minimum : mj = Min x:
i

le maximum : Mj = Max )d
i

I'étendue : M- m;.

. n : n
la moyenne : xJ= 2P x] o pj est le poids de l'individu i avec 3 pi=1.
i=

1=

. n i n ; .
la variance : var (xJ) = _):l Pi (xi -x)2 = ,Elpi (X{)2 - (x)2 et
=1 i=

I'écart-type : 6j = \ var(xj).
L'écart-type est la caractéristique de dispersion autour de la moyenne.

La médiane me qui est la valeur de la variable telle que I'on ait autant
de valeurs a gauche de meJ qu'a droite.

On peut généraliser la notion de médiane en utilisant les quantiles
d'ordre p qui partagent en p quantités égales I'ensemble étudié. Les
quartiles, au nombre de 3, partagent en 4 parties de méme effectif la
population totale. Le premier quartile q1 laisse & gauche 25% de la
population, le deuxi¢me q est la médiane et le troisieme q3 laisse a
gauche 75% de la population.

L'intervalle interquartile est mesuré par la valeur q3-qy, il contient
50% de la population. L'intervalle interquartile est la caractéristique de
dispersion autour de la médiane.

Notons que la moyenne et I'écart-type sont des caractéristiques
statistiques sensibles aux valeurs extrémes, ce qui n'est pas le cas pous la
médiane et I'intervalle interquartile.

Histogramme :

Soit I = [m,M], un intervalle de R qui contient 'ensemble des valeurs

prises par la variable v.
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On découpe I en intervalles I; disjoints de longueurs égales

I=1; U ..UlIgavec

I1 = [m, yil

Ip =[ye, ye+1[ pour € =2,k-1
et

Ik= [Yk’ M]

Soit n; le nombre d'individus ayant pris une valeur contenue dans
l'intervalle Ij. On peut alors visualiser 1'échantillon a l'aide d'un

histogramme oli chaque intervalle est représenté par son effectif (voir
figure 1.11).

effectif 4
PN R
m y1 y2 M
I Ik
Fig. 1.11 : Histogramme
Remarques pratiques :

i) Si I'on change la taille des intervalles ou leur emplacement, la forme
de I'histogramme obtenu peut étre complétement modifiée.

ii) On peut représenter dans chaque intervalle les identificateurs des

objets ayant pris, pour la variable v, une valeur contenue dans cet
intervalle (voir figure 1.12).
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3
12 15
1 4 I 10
6 S 2 13
8 7 9 14
I I I3 Iy

Fig. 1.12 : Histogramme avec noms

Liens entre variables quantitatives

A un couple de variables carrespondant aux vecteurs xi et xJ', on associe
la covariance : :

. ju IR
pix xj-xX X,

J_'_:M:l

. .y n o . st .y
= J -
cov(x), x’) = ‘lei (x{ -xX(xG - %)=
1= i 1
et la corrélation :

o A

'L cov(xl, X
cor ()qJ ,x )= ( )
| Gj oy

Tous ces éléments de statistique descriptive ont une interprétation géo-
métrique dans I'espace des variables R0 muni du produit scalaire Dp:

<xj , xj'>Dﬁ = txj. Dp X

M

n .
= 3 pix.x}
1=1

| p1 0

ot Dp est la matrice diagonaéle Dp = . et
: 0 P n

ol 'x désigne le vecteur tran:$posé du vecteur x.

Soit Xjla variable centrée associée 2 xi et X la matrice des variables
centrées ; autrement dit :

i{ =xJi-'iJ
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On a alors :
X = (®;i=1,...,n ; j=1,...p}
e .2
var (xj) = <XJ, x.l>Dp = IRiipy,
cov (¥, x)=<X, ')'Ej'>Dp

<X] . fj'>Dp

cor (W, x) =
IRl I,

Cette corrélation s'interpréte comme le cosinus de l'angle des deux
vecteurs XJ , XI' dans l'espace des variables.

Au tableau X initial, on associe aussi la matrice V de variance-
covariance.

V = {cov (X, xi) ; j=1,....p ; j'=1,....p}

et qui s'écrit aussi :
Fy ey n P~ P
V=tXDp X= .leitxixi
1=

et 1a matrice de corrélation :

R = {cor X , xi") ; j=1,....p 5 j'=1,....p}

Représentation graphique de deux variables

Un graphique représentant dans le plan un nuage de points caractérisés
par deux variables permet rapidement de voir si une relation existe entre
ces deux variables. Si les points tracés semblent avoir été disséminés au
hasard alors il n'y a aucune relation entre les deux variables. Si les points
tracés se regroupent autour d'une droite alors il y a une liaison linéaire
entre ces deux variables, cette liaison peut étre quantifiée par le
coefficient de corrélation. Si les points tracés se regroupent autour d'une
fonction non linéaire (par exemple fonction polynomiale,
logarithmique...) alors une transformation de l'une des variables par
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cette fonction permet d'avoir une liaison linéaire entre cette nouvelle
variable et l'autre variable.

1.4.2 Description élémentaire de
variables qualitatives

Description de chaque variable

Dans tout cet ouvrage, les modalités de la qi¢me variable qualitative sont
codées de 1 2 mq ol mg est le nombre de modalités de cette variable.

Le mode est la modalité la plus fréquente.
Représentation visuelle : diagramme en biton ou tri a plat.

Comme l'histogramme, dans le cas quantitatif, il s'agit d'une
représentation classique et intéressante pour visualiser I'ensemble des
valeurs prises par une seule variable.

Soit nj, le nombre d'individus ayant pris la modalité j. On peut alors
représenter 1'ensemble des données sous forme d'un diagramme en
baton (figure 1.13).

fréquence

4

¢ >
1 2......... S TP mg modalités

Fig. 1.13 : Diagramme en baton
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Liens entre variables qualitatives

A partir de deux variables qualitatives vj et v2, on a défini le tableau
de contingence croisant ces deux variables (cf. 1.3.2). A partir d'un
tel tableau, de nombreuses mesures de ressemblance peuvent €tre
calculées ; la plus classique est le x2 de contingence (voir paragraphe
1.5.5) qui permet de mesurer I'écart & l'indépendance des deux
variables. Plus le %2 est grand, plus les variables sont "liées".

1.4.3 Les commandes de SICLA
pour la description élémentaire

Description des variables quantitatives : DESQAN

La commande DESQAN foumnit pour chaque variable son minimum,
son maximum, sa moyenne et son écart-type.

Exemple : on considére les votes qui ont eu lieu en 1984, en France,
pour les élections Européennes dans 96 départements de la métropole ;
les partis en liste sont : le parti communiste (PC), le parti socialiste (PS),
I'opposition parlementaire (UDRP car UDR et RPR avaient une liste
commune), la liste ERE, les verts (VERT) et le front national (FN). Les
individus sont les départements, les partis constituent les variables et les
votes sont exprimés en pourcentage. ‘

DESQAN fournit alors la sortie suivante :

’i!!*'t"'!ii'!’t.'*itﬁ'ﬁiﬁ**it"tt"*iii’ﬁ'ﬁﬁ"’tt*'ﬁ*'i“tt""*ﬁ'ﬁ"'

* variables * minimum - maximum * moyenne * ecart-type *
*t!ti'*.'ttﬁ*ﬁitt!ﬁt".Q‘tit"i't*”t"i*’titti'i‘t"i'ttt*tit'tiltitt
* pc * 2.2700 * 21.840 * 10.774 *  4.,5841 *
* pPs * 13.010 * 33.800 * 21,355 * 33,7592 »
. udrp * 31.410 * 56.810 * 43,443 * 5,5407 »
* ere * 2.0800 * 15.920 * 3.4483 * 1.5582 *
* vert * ,99000 *  6.9900 * 3.2717 *  .B2322 *
* fn *  4.4200 * 21.390 * 10.238 * 3.6414 *

"Itftt!'i**i‘t.l"tiiiIt"'.’itit.ti"'ti*'ﬁ"iiitt!t't'!t*itt.‘*ﬁii'ti

Fig. 1.14 : Description de variables quantitatives
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Histogramme sur variables quantitatives : HISTO

Cette commande permet de fournir un histogramme 2 intervalles égaux
présenté verticalement ou horizontalement suivant le choix de
l'utilisateur. On peut de plus obtenir un histogramme horizontal avec les
noms des individus qui apparaissent dans chacun des intervalles choisis.
Exemple :-on reprend I'exemple des élections européennes. On obtient le
résultat donné figure 1.15, pour la variable "parti communiste”. Le nom
de chaque département apparait dans 1'intervalle du découpage qui lui
correspond. Par exemple, le premier intervalle du découpage contient
3 % des départements, les départements 68, 67 et 53 ont recueillis un
pourcentage de voix compris entre 2,2 % et 3,9 % et en moyenne
2,6 %.

VARIABLE pc :parti communiste francais

Echantillon de 96 individus repartis en 12 classes

Minimum 2.270 Maximum 21.840 Moyenne 10.774 Ecart-type 4.584
I
I
b
I
I

20-
I .
1 89
I 86
I 82
1 81
I 77
I 73
1 70 72
I 75 63 71
10- 57 78 51 60 80

I 88 56 69 45 54 84 66
I 85 55 64 41 46 83 65
b 79 48 52 33 42 95 59
I 74 44 39 32 40 58 34
I 61 25 37 27 38 47 24 94
I 50 21 29 26 92 91 76 23 62 87
I 68 49 14 28 17 31 22 36 11 2A 93
I 67 43 90 15 10 07 16 2B 09 18 19
I 53 35 12 01 05 06 08 04 02 13 30 03

I pourcentage 1 3 9 13 10 19 11 9 4 10 5 1 41
I effectifs I 3 9 12 10 18 11 9 4 10 S 1 41
I limite< *10E+ 2 I 22 39 55 71 87 104 120 136 153 169 185 2021
I moyenne *10E+ 1 I 26 46 65 79 97 112 128 141 161 178 201 2111

Fig. 1.15 : Histogramme
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Boite 2 moustaches : BOX

Cette commande permet de fournir les quantiles empiriques d'ordre p.
La médiane correspond i la valeur p = 1/2, le premier quartile
correspond 2 la valeur p = 1/4 et le dernier & p = 3/4.

La représentation graphique de ces quantiles empiriques d'ordre p est la
suivante : 1a boite centrale représente 50 % de la population et visualise
la zone comprise entre le premier et le derier quartile. Les points
extrémes correspondent aux minimum et maximum. La boite centrale et
les deux petites boites accolées 2 cette boite représentent 90 % de la
population et visualisent la zone comprise entre p=5% et p = 95 %.

1-1----- I~=-M-=-]---commmm I1----1I
11 I M I I b
Jera=m===I==] I 1 M 1 1 DT ———— Jem==m=]
s=z==]========J==] ] 1 M 1 I J=csrmz=s=mlxzaz== ) T ——
J========T==] I 1 M I 1 ) (S — "
11 I M I I I
I-I----- I-=-M-==]-m—moeo— I----1
! ! ! ! ! ! !
Min 5% 25% 50% 75% 95% Max
1 t 1 t ! b
20% 30% 40% 60% 70% 80%

Fig. 1.16 : Boite a3 moustaches

Liens entre variables quantitatives : CORREL

La commande CORREL foumit la matrice de corrélation (figure 1.17)
pour les données "élections européennes”.

MATRICE DE CORRELATION

pc Ps udrp ere vert fn
PC 1.0000
Ps 0.1684 1.0000
udrp -0.7873 -0.4076 1.0000
ere -0.1423 -0.2369 0.0995 1.0000
vert -0.3400 -0.3119 0.0823 -0.0711 1.0000
fn 0.0836 -0.4053 -0.3147 -0.0721 0.1743 1.0000

Fig. 1.17 : Matrice de corrélation: €lections européennes 1984
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Description des variables qualitatives : DESQ.AL

La commande DESQAL fournit pour chaque variable qualitative, le
nom, I'effectif, le pourcentage de chaque modalité.

Exemple : il s'agit d'une enquéte portant sur le choix de parfums
masculins ou féminins. DESQAL donne la description suivante 2 la
question : quelle est votre dge ?

4. variable :age

agel : 15 - 24 ans
age2 : 25 - 34 ans
age3 : 35 - 44 ans
aged : 45 - 54 ans
ageS : 55 ans et plus

222 S R R A RE R R R R EETRT
* modl * nbre * L T
AXETRAAAARTIRETTIRIA AN TSR

agel * 19 18 » A AR SR AR SRR EERR)

w *

* age2 * 35 * 33
* age3 * 19 * 18
* aged * 20 -* 19
»*
*

AR AR SR S AR REEEEESEE R R EE EEE SRR REEEN
LR AR AR AR R AR SR 2R EXS

LA A A AR RS EEREE

* % 4+ %

ARRTANAXRTR RN

agesS * 12 =+ 11

FEARTTREREXT T R AR T N

Fig. 1.18 : Description de variables qualitatives

Description d'un tableau de contingence : AKHI2

La commande AKHI2 fournit deux tableaux que nous illustrons sur
I'exemple précédent. Nous croisons les variables "parfum masculin" et
"age" qui ont chacune cinq modalités. La variable "parfum masculin"
correspond au choix d'un parfum parmi les cinq parfums "cris", "dior",
"shal”, "arpe” et "eauc".
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Le premier est un tableau de contingence associé & chaque couple de
variables (figure 1.19). Dans chaque case de ce tableau, il apparait trois
nombres : d'abord, le nombre d'observations njj ayant simultanément la
modalité de la colonne j et celle de la ligne i ; ensuite, (notée % lig) la
part de nj; dans la ligne exprimée en pourcentage (donc 100x nij/n;.) ;
enfin (notée % col) la part de n;j dans la colonne également exprimée en
pourcentage (donc 100 x njj/n.j). La derniére colonne de ce tableau
donne la somme des termes de chaque ligne, puis les pourcentages en
ligne et en colonne. La dernitre ligne du tableau calcule pour la modalité
associée a chaque colonne, le nombre de fois qu'elle est atteinte et son
pourcentage.

agel age2 age3 aged ageS tot

cris 8 9 8 2 2 29
slig 27.6 31.0 27.6 : 6.9 6.9 1¢0.C
%col 42.1 25.7 42.1 10.0 16.7 27.6
dior 3 2 : 2 5 0 12
slig 25.0 16.7 : 16.7 41.7 0.0 100.0
scol 15.8 5.7 10.5 25.0 0.0 11.4
shal 3 6 : 1 2 0 12
slig 25.0 50.0 : 8. 16.7 0.0 100.0
scol 15.8 17.1 ¢ 5.3 10.0 0.0 11.4
arpe 3 11 : 5 9 8 36
slig 8 30.6 13.9 ¢ 25.0 22 100.0
scol 15.8 31.4 26.3 45.0 66.7 34.3
eauc 2 3 2 2 16
$lig 12.5 43.8 18.8 12.5 12.5 1¢C.0
scol 5 20.0 15.8 10.0 16.7 15.2
tot 19 35 19 : 20 12 105

e m e e - ———— e O m e m s e e e e

Fig. 1.19 : Tableau de contingence

Le second tableau (figure 1.20) fournit dans chaque case deux nombres.
Le premier est le nombre d'observations njj satisfaisant a la modalité de

la ligne i et de la colonne j.
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Le second est la valeur théorique correspondante sous I'hypothése
v e s s N XD . . . .
d'indépendance c'est-a-dire -—l-;-—'- Cette valeur qui est ici arrondie

est notée théo. |

Sous ce second nombre, se trouve la statistique de test du x2 a1 degré de

liberté (occurrence des deux modalités concernées dans la case contre
non-occurrence). On fait apparaitre une, deux ou trois étoiles suivant

que les %2 correspondants sont plus ou moins significatifs de 1'écart

I'hypothese d'indépendance. Dans I'exemple présenté aucun x2 n'est
significatif.

agel age?2 age3 : aged ageS tot
cris 8 9 : 8 2 29
theo 5 10 : 5 6 3 29
khiz2
dior 3 2 : 2 5 12
theo 2 4 : 2 2 1 12
khi2
shal 3 1 2 12
theo 2 4 2 1 12
khi2
ar 3 11 : 9 36
theo 7 12 7 7 4 3¢
khi2
eauc 2 7 3 2 2 16
theo 3 5 3 3 2 16
khi2
tot 19 35 19 : 20 12 105
khi2

Fig. 1.20 : Tableau des X2
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1.5 Notion d'inertie

1.5.1 Nuage de points pondérés

On a vu en 1.4.1 qu'un tableau de données 2 n individus et p variables
quantitatives définissait un ensemble de n points dans RP (espace des
individus). Dans la suite du livre, dans un tel cas, on identifiera par

commodité 'ensemble Q des individus et I'ensemble des n points de RP :
1

(i)

Q= {x1,....xn} avecxj=| . [€ RP.

P
")
D'autre part, chacun de ces n points est muni de poids pj strictement
positifs et de somme généralement égale a 1. On dispose d'un nuage

N(Q) de n points pondérés dans RP :

N(Q) = {(xi,pi)i=1,n]}

Au dela du cadre géométrique, l'analyse des données utilise les
propriétés mécaniques d'un ensemble de points munis de poids et en
particulier celles liées a I'inertie.

1.5.2 Inertie du nuage par rapport a un point

L'espace RP étant muni d'une métrique euclidienne dym (voir paragraphe
1.7.2) on appelle inertie de N(Q) par rapport 2 un point a de RP la
quantité :

n 2
Ia = ,Elpi dy (xi,a)
1=
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1.5.3 Théoréme de Huygens

Sig= ig;lpi Xxi est le centre de gravité du nuage N(Q)ona:
VaeRP, I=Ig+ (iglpi) d{z}[ (a,g)

Démonstration :
VaeRP, |, = igl pi Y(xi-a) M (xj-a)
L= 3 pi 'Oxigrera) M (xioghea
Ia= i2::1 Pi '(xi-g) M (xi-g) + 2 él pi ((g-a) M (xi-g)

+ ignl pi Y(g-a) M (g-a) (car M est symétrique)
L=lg+dy @)+ 2@ M £ piCirg) (car Tpi=1)

n
or 'Zl pi(xi-g) = 0 par définition de g, d'oll le résultat annoncé. =
1=

Remarques :

Le centre de gravité g est le point par rapport auquel l'inertie du nuage
est minimum. Ig est I'inertie totale du nuage N(Q) et sera souvent notée I
ouT.

1.5.4 Inerties associées a une partition
Définitions
Soit P = (Py,...,Pk) une partition en k classes de Q. On note :

Mp= I pi lepoidsdelaclasse Py, £=1,k.
Xji€ Pe
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k
Onabiensir: X pp=1
=1
etgp= L Y pi Xi est le centre de gravité de la classe Py, pour =1, k.
Hep Xi€ Pe

A cette partition P sont associées trois inerties :

- L'inertie totale T, déja rencontrée, indépendante de la partition :

n 2 n
T=3 pi du (xi.g) = T Pi'(xi-8) M (xi-g)

- L'inertie interclasse B :
k 2 k
B=g&uh®@=gﬁwwwM®®

1 s'agit de I'inertie du nuage des centres de gravité gp munis des poids
Hp-

k
- L'inertie intraclasse W : W= T I
=1
ol Ip est I'inertie de la classe Py par rapport & son propre centre de
gravité gp :
2
Ip= T pi dy(xi,gp)
s Xi€ PQ
d'ou

k
W= 3 I pi'(xi-gp) M &i-gp)
P=1 xje PE

Relation liant T, B et W
On a la relation fondamentale suivante

T=B+W
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Cette relation se déduit directement du théoréme de Huygens.

En effet, considérons I'ensemble des points d'une des classes Pp. D'apres
le théoréme de Huygens, on a :

2 2 2
2 pidy(xig)= I pidyxigp)+Wpdy(gp.e)
xiePE XjEPE

En sommant cette égalité pour £ variant de 1 a k, il vient T=W+B. Il
résulte de cette formule que plus I'inertie intraclasse est faible plus
I'inertie interclasse est grande.

Décomposition des inerties sur les classes et les variables

Pour pouvoir analyser une partition, il est utile de décomposer les
inerties associées suivant les classes et les variables. Nous présentons ces
décompositions ici et nous fixons les notations liées 2 l'inertie. Dans tout
ce paragraphe, nous supposons que la métrique M est diagonale ce qui
est assuré la plupart du temps en analyse des données.

T peut s'écrire :
k

T=3 ST avec pour tout 8=1,k;j=1,p
p=1 J=I .

TJe = ¥ pi ij(xf-gj)2, M;; étant le terme général de la
Xi€ PQ
diagonale de la matrice M.

T% est 'écart moyen, pour la variable j, des points de la classe Py au

centre de gravité global.

B peut s'écrire :

" :
B= ¥ _ngje avec pour tout £=1,k;j=1,p
R=1 J=

j b
Bp =pp Mjj (gp -g)?
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B}Z est I'écart, pour la variable j, du centre de gravit€ de la classe P au

centre de gravité global.

W peut s'écrire :

" :
W= Y §1W% avec pour tout =1,k ; j=1,p
=1 =
j  Me: (g
Wo = T piMj(ggp?
xi€ Py

Wi est I'inertie de la classe Pp pour la variable j.

Par ailleurs, les différentes inerties se décomposent de maniére additive
sur les variables et sur les classes.

En effet, si on note pourtout j=1,p:
. k . B k . . k 3
T = zT‘E, B = §;BJjz et W = ije
2:1 2:1 E=1

P P _j
onaT= _21 T, B=_21 B’ et W=

g W
J = =1

J

7J, B) et W’ expriment la part de la variable j pour les inerties
concernées.

De méme, on note pour tout £=1,k :

Te= 5 T, Bo= 5 BJEetwe=§ w{2
j=1 =1 =1

Tp, Bp et Wp expriment la part de la classe P¢ pour les inerties
concemées.

k k k
onaT=3Tp,B=3 Bp et W= 3 Wo.
g=1 2=1 =1
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I est facile de voir que la relation fondamentale T = B + W se conserve
par décomposition suivant jetk.On a :

VislLpetVe=1k  Tp=By+W)
Vj=1,p T=B+W

Ve=1,k Te=Bp+Wp

Ces relations de type "Huygens" font le principal intérét de ces
décompositions et permettent une interprétation "inertielle” d'une
partition, obtenue a l'aide d'un des algorithmes de classification du
chapitre 2.

Une relation importante

Etant donnés deux groupes disjoints P; et P2 d'individus, on a la relation

H1.U2

2
I(P; U P2)=1P1)+1I(P2) + dy (g1,82)
( piepy M BLE

ou I(A) dénote Iinertie d'un groupe A.

Démonstration :

C'est une application directe de la relation T = B + W appliquée 2 la
partition (P1,P2) de P1 U Pa. En effet, on montre aisément que :

H1p2
H1+2

2 2 2
=1

ol g est le centre de gravité de P; U P;.

Cette relation montre que la diminution d'inertie s'exprime simplement
a I'aide des centres de gravité des classes.
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1.5.5 Tableaux de contingence

On reprend ici les notations définies dans le paragraphe 1.3.2.

Nuages de points associées.

Etant donné un tableau de contingence défini sur les deux variables
qualitatives I et J ayant respectivement n et p modalités, on peut définir
deux nuages de points, le premier N(I) formé de n points dans I'espace
RP représente 'ensemble I, le second N(J) formé de p points dans R™
représente I'ensemble J.

Nuage N(I).

Afin de pouvoir comparer les modalités de I, on représente chaque
modalité i par son profil fj. Pour tenir compte de l'importance des

modalités qui apparaissent plus fréquemment, on associe a chaque
modalité i le poids f;. On obtient ainsi un nuage de n points pesants dans

RP, noté N(1).

N = {(f}. fi)).ie 1)

Ce nuage posséde les propriétés suivantes :
- Le centre de gravité de N(I) est la loi marginale fj.
Ona,eneffet, VieJ ¥ fifi= ¥ fi g=1;
iel el
- Le nuage N(I) est dans un sous-espace a p-1 dimensions de RP.

En effet, Vj € J on a la relation linéaire 3 f; =1.
iel

Nuage N(J)

On définit de 1a méme fagon un nuage N(J) de p points dans R":

NO) = (£, jeT)
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Cette fois, le centre de gravité du nuage est la loi marginale fj et le nuage
se situe dans un sous-espace a n-1 dimensions de R,

Choix des métriques

Pour mesurer les proximités entre les points de ces deux nuages de
profils, on utilise habituellement la métrique du 2.

La distance entre les modalités i et i’ de I est définie par :

e b
d2 (fy, f)) = z € - )2/,

Il s'agit de la distance quadratique définie par la matrice diagonale de
terme général 1/f j notée Dy/f;

(11 \

Dygy =

\ 1/f.pJ
De méme, pour N(J) C RP", la métrique du %2 est définie par
. o : n . o
d2(fl, f]) = I@-02/
1=

Cette distance est définie par la matrice diagonale D /f1

(1/f1. A

Dy =

\ i/fn.)
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Le choix de ces métriques est justifié par la propriété d'équivalence
distributionnelle que nous introduisons maintenant.

Propriété d'équivalence distributionnelle

Si on remplace dans le tableau de contingence deux colonnes ayant le
méme profil, c'est-2-dire étant proportionnelles, par leur somme, on ne
modifie pas les distances entre les profils du nuage N(I) et du nuage
N(J). On a évidemment la méme propriété d'invariance lorsque I'on
regroupe de la méme fagon deux lignes ayant le méme profil.

Démonstration (dans le cas ol les deux colonnes j1 et j2 sont regroupés
en une colonne jg) :

onaVi=1,..n fJi1 =f‘,2

- invariance pour le nuage N(J) : La métrique reste la méme, les
distances ne sont donc pas modifiées.

- invariance pour le nuage N(I) : pour montrer que la distance entre 2
profils f} et f} reste inchangée, il suffit de vérifier

p |

i i’

By o el e el (Vg
(fJl fll) /f.]l + (sz sz) /f.J2 (fJO fJO) /f._]o
. f
Y~ Rt |
Ona f; "f} f;.

Le premier terme s'écrit donc :

. 2 . 2
£lf) 2 7
A=\ T ) I t\H T fi2

Compte tenu des égalités tJ ? = fJ ll =f 12 , 1l vient

. . N2 . . N2
0 0 0
do fo foY o

i i
A=Ei) \ 7 - f ) "Moo \R - T =(ij - fjo)/f.jo
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Propriétés des Inerties.
Inertie des nuages N(I) et N(J).

L'inertie du nuage N(I) s'écrit :

T= 3 fidXf;,f)= T 3 fi (- §2%;

iel iel jE J
T=3 X (fij fi £/ ;)
iel jeJ

En raison de la symétrie entre i et j, I'inertie du nuage N(J) est égale a
I'inertie du nuage N(J).

Sachant que la statistique du x2 utilisée pour tester I'indépendance des
variables IetJ est

(njj-s fif)2
e us=3 3 omy)
1.5 iel jeJ

x21)= 3 ¥
iel jel
On obtient la relation sT = ¥2(1,J). Si I et J sont indépendantes, cette

statistique suit une loi du %2 & (n-1)(p-1) degrés de liberté. Cette quantité
représente 1'écart entre le produit des fréquences théoriques fj. fjetles
fréquences observées fjj. L'information apportée par le tableau sur les

liens entre I et J sera d'autant plus grande que le %2 sera grand. Le %2
sera proche de zéro en cas d'indépendance entre I et J.

Lien entre le critére d'inertie et le x2 de contingence

Soit P = (P, ...PK) une partition de I en K classes. P étant une partition

d'un nuage de points dans RP muni d'une métrique quadratique, on peut
lui associer le critére W, I'inertie intraclasse définie au paragraphe 1.5.4.

WP)= 3 I fi.d2(3, G(Py))
k=1,K ie Pk

ou G(Py) est le centre de gravité de la classe Py.
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On peut aussi définir 2 partir de la partition P un nouveau tableau de
contingence en regroupant toutes les modalités de chaque classe en une
seule modalité. On obtient ainsi un tableau de contingence croisant une
variable qualitative 2 K modalités et la variable qualitative J. Notons

%2(P, J) le 2 de contingence de ce nouveau tableau.

Proposition :

Ces deux quantités, W(P) et x2(P,J), sont reliées par la relation :
22(1,J) = s.W(P) + x2(P,J)

Démonstration :

On sait que %x2(1,J) peut étre considéré, au facteur multiplicatif s prés,
comme l'inertie du nuage N(I) :

y2())=s ¥ fi. d2 (i,G) o G est le centre de gravité de N(I).

iel

Le théoreme de décomposition de l'inertie suivant une partition permet
d'en déduire

22IAD= s v (T fid2QGP) + s T (T fi)dAG(Pw.G)
k=1.K jepy =LK jepk

L J 1 |
VT \A

A B

La quantité A n'est autre que s.W(P) D'autre part, on a

f..
> fi. %‘L 2
ie Px )
B=s ¥ (X fi)x 1/f; 3 1 -f.5
k=I.K jepr jeJ i Py .

[ £ fij - ( Tfi)fj]?

ie P ie Pk
B=s k—% K .2 fj =f
el ie Pk
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On reconnait en B le %2 de contingence du tableau obtenu en regroupant
les lignes de la partition P, c'est & dire %2(P,J). -

On pourrait établir la relation équivalente avec une partition Qde J :

x2(LT) = 5. W(Q) + x2(1,Q).

1.6 Changement de variable
et codage

1.6.1 Intérét du changement de variable

La question du changement de variable est fondamentale en analyse des
données. Elle se pose au moins dans les trois cas suivants :

a) On a un tableau hétérogéne (cf. paragraphe 1.3.2) et I'on désire
exprimer certains des paramétres descriptifs 2 'aide de nouvelles
variables de sorte que toutes les variables deviennent de méme type.

Exemple :reprenons le tableau des données de la figure 1.6. En
définissant trois tranches de prix : ]0,5], ]5,10[, [10,20] respectivernent
codées 1, 2, 3, on peut alors définir la variable v'; : Q — {1,2,3} sans
structure, qui associe & chaque individu le code correspondant i sa
- tranche de prix. On a donc v'1(w3) = 2, v'{(w2) = 3, v'1(w3) = 1. Si de
plus, on considére que I'espace associé 2 la "fragilité" est sans structure,
on définit une nouvelle variable v'3 qui prend les mémes valeurs que v3
mais qui est qualitative nominale. Le tableau de données défini par les
variables v', v2 et v'3 devient homogene ; en effet, toutes les variables
sont devenues qualitatives nominales.

b) Pour appliquer certaines méthodes d'analyse des données

incompatibles avec le type des variables initiales, on sera amené, par
exemple, & transformer un tableau de données quantitatives en un
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tableau de modalités pour pouvoir utiliser, de fagon efficace, une
analyse factorielle des correspondances multiples (voir chapitre 3).

¢) Pour synthétiser l'information contenue dans un tableau de données,
on réduira sa taille. On peut, par exemple, remplacer I'ensemble des
variables par quelques combinaisons linéaires de ces variables. Nous
verrons, au chapitre 3, comment ces combinaisons linéaires peuvent étre
obtenues a 1'aide d'une analyse factorielle.

1.6.2 Formalisation de la notion
de changement de variable

Il y a deux types de changement de variable : le changement de variable
par changement de structure et le changement de variable par codage.

Changement de structure

Définition : Etant donnée une variable v : Q — O munie d'une structure
S, on dit que I'on fait un changement de variable par changement de
structure, lorsqu'on remplace v par une variable v' : Q — O munie

d'une structure S'# S et que v(w) = v'(w) pour tout w € W.

Exemple : considérons la variable tranche d'age qui prend les valeurs 1
pour les jeunes, 2 pour les adultes, 3 pour les personnes agées. Sil'on
associe a cette variable la structure d'ordre usuelle, alors c'est une
variable qualitative ordinale. Si maintenant, on ne désire plus faire
intervenir 1'ordre entre les tranches d'age, la variable devient nominale.
Dans une enquéte sociologique, il peut étre intéressant de supprimer
T'ordre entre les tranches d'age afin de faciliter I'apparition d'éventuels
liens entre les jeunes et les personnes dgées.

Changement de codage

Définition : Pour effectuer un changement de codage d'une variable, il
faut se donner un espace d'arrivée O' muni d'une structure S’ et une
application ¢ de O dans O'. La nouvelle variable v' est obtenue en
composant les fonctions v et c.

55




Classification automatique des données

On retrouve le schéma du paragraphe 1.2.4 :
Q2 v Omunide la structure S

—_—
V'=cgv \ c

O' muni de la structure S'

Exemple : reprenons la variable v décrite dans I'exemple précédent. Si
T'on désire mettre dans une méme classe, les jeunes et les personnes

agées, on définit une variable v' : Q — O' qui prend, les valeurs : 1 et 2.
v' est une variable qualitatitive nominale qui s'obtient par codage. Ce
codage est I'application ¢ : O — O'telle que c(1) =c(3) = 1 et ¢(2) = 2, et
onav' =cgv.

1.6.3 Différents types de changement
de variable

Transformation quantitatif-quantitatif
Centrage réduction

Quand les variables sont mesurées avec des échelles différentes ou ont
des dispersions hétérogénes, il peut s'avérer utile de "centrer" et
"réduire” ces variables. Cela permet d'obtenir :

a) des données indépendantes de 1'échelle choisie,
b) des variables ayant méme moyenne et méme dispersion.

. Centrer une variable v consiste 4 en soustraire sa moyenne.
. Réduire une variable v consiste a la diviser par son écart-type.

En centrant et réduisant une variable v, on obtient une variable v' qui est
dite "centrée-réduite”. Ainsi une variable v' centrée-réduite satisfait aux
deux propriétés suivantes :

- sa moyenne est nulle,
- son écart-type est égal a un.
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Combinaison de variables

On peut créer une nouvelle variable quantitative en appliquant des
fonctions numériques (combinaison linéaire, polynomiale,
logarithmique, etc.). On peut de plus utiliser des fonctions utilisant des
expressions logiques de variables quantitatives ou qualitatives.

Exemple : v' = (v1 > vg) X (2v1 + v3)6 Log v4 + (v6 2 v1) v3 Log vs +
(v2 + v4)2 signifie que la nouvelle variable prendra pour chaque
individu, la valeur (2v] + v3)6 Log va4, si v1 > v6 et sinon la valeur v3
Log vs en ajoutant (v2 + v4)2 dans les deux cas.

Transformation quantitatif-qualitatif
Découpage par bornes choisies par lutilisateur

On effectue un découpage de R 2 l'aide de bomes définies par
l'utilisateur. Un tel découpage étant réalisé, on numérote les classes
associées a ce découpage en respectant l'ordre. La nouvelle variable
qualitative ordinale est obtenue en affectant a chaque individu le numéro
de la classe a laquelle il appartient. Remarquons qu'un tel découpage
comme tous ceux que l'on verra par la suite entraine une perte
d'information de deux sortes, on perd :

- 1a distinction entre les objets d'une méme classe,
- I'amplitude de la différence entre les objets de deux classes différentes.

Exemple :si v est la variable age, on peut lui associer une variable
qualitative ordinale définie par trois tranches d'age :

- jeunes : 0 a 20 ans,

- adultes : 20 a 60 ans, -
- personnes 4gées : plus de 60 ans.

Si on associe les codes 1, 2, 3 a ces trois tranches, ona :

si 0 <v(wj) <20, alors v'(wj) =1

si 20 < v(w;) <60, alors v'(wj) =2
si 60 < v(wj), alors v'(wj) = 3.
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Exemple :1les valeurs prises par 26 individus pour une variable
quantitative v sont indiquées sur I'axe de la figure 1.21. En découpant
I'axe aux endroits creux détectés visuellement, on construit deux
intervalles L1, L2 ; d'od I'on déduit facilement deux classes contigués

comportant respectivement 12 et 14 individus.
If_ | |

I
[

I
1 11 ]

X XIXXX l XX)J X Xl :Jx XEXXX I1X XXX¥X X X

>
L ho by e vix)
< —><=> <=><—> t=>
L L
I . 2

- > - »

Fig. 1.21 : Histogramme des 26 individus

Découpage par intervalles égaux

En utilisant les intervalles égaux I, ..., Ik, on obtient directement k
classes d'objets contigués. La longueur de chaque intervalle étant bien
sir égale & (M-m)/k oi M et m sont respectivement la plus grande et la
plus petite valeur prise par la variable.

Découpage par effectifs égaux

Ce type de découpage présente l'intérét d'éviter les classes vides et
découpera finement les endroits denses : contrairement au découpage
par intervalles égaux, il tient compte de I'échantillon. La construction de

la fonction de répartition empirique F permet d'obtenir ce découpage.
Les parties d'effectifs égaux Jy, ..., Jx sont définies par :

1
I =Fl Qo)
i-1 i
Ji =F107,¢D

i =F1g& 1)
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Cette technique permet de trouver des classes d'individus ayant
sensiblement le méme effectif.

Exemple : découpage en 2 classes de méme effectif d'un ensemble de 6
points.

1 F
_]- —— wmme —
> —_—— -
0
| X X X IX X Xl
i Y2

Fig. 1.22 : Fonction de répartition

Découpage par minimisation de la variance
Ce découpage revient a chercher des classes contigués P1...Px dont

l'inertie intraclasse est minimale. Cela revient a chercher la partition
P=(Pj,...,Px) minimisant le critére :

K i k
WP) = 3 I pixixp)2= X card(Pp) Var(Pp)
P=1 xje P? P=1

ot xp est la moyenne de la classe Pg et on Var(Pp) est sa variance.

Ce découpage se fait en utilisant l'algorithme de Fisher (1958) qui sera
décrit dans le chapitre 2.
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Comparaison des trois derniéres méthodes sur un exemple

Les valeurs prises par la variable 2 découper sont indiquées sur l'axe de
la figure 1.23. On cherche a faire un découpage en 4 classes. Les 4
classes de variance minimum sont définies par les intervalles L1, L2, L3,
L4. La méthode des effectifs égaux donne les intervalles Uy, Uy, Us,
U, ; 1a méthode des intervalles égaux donne les classes Vi, Vo, V3, V.

Dans ce cas, le découpage "naturel & I'oeil" est donné par la méthode de
minimisation de la variance.

L1 L L

2 3 L4
< > < > < > <>
X X X XXX X X X ¥ ¥ ¥ ¥ x % X
| u U, Us Ug |

<4 > <4 > <4 —> <4 »-
' v, V2 V3 AP I
I‘ > <4 > <4 > 4 ’I

Fig. 1.23 : Plusieurs découpages

Création d'une variable qualitative par combinaisons logiques de
variables

Il s'agit de créer une variable qualitative en tenant compte de plusieurs
conditions logiques portant sur des variables quantitatives (ou
qualitatives).

Exemple : on veut définir une variable qualitative 4 quatre modalités, &
l'aide de trois variables : vi, vy et vi+1, qui expriment I'dge (v1), le
salaire a l'instant t (vy) et t+1 (v¢+1) : la premiére modalité mod;
représente les personnes de plus de 40 ans dont le salaire a diminué entre
I'instant t et I'instant t+1. On a donc :

mod; = (v1 >40) et (vi+1 < Vyp)
Les autres modalités se déduisent facilement des expressions suivantes :
modz = (v1 > 40) et (vi+1 2 vp)

mod3 = (v1 £40) et (vi+1 < Vp)
mod4 = (v1 £40) et (Vi+1 2 vy)
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Transformation qualitatif-qualitatif
Par changement de structure ou par changement de codage

‘Le premier type de transformation consiste 2 ne plus tenir compte de
l'ordre d'une variable qualitative ordinale qui devient ainsi une variable
qualitative nominale. Le deuxiéme type de transformation consiste a
regrouper des modalités.

L'exemple suivant (voir les figures 1.24 et 1.25) illustre ce dernier cas :
on passe d'une variable qualitative ordinale A une variable qualitative
nominale.

Codage initial Variables
age
Individus
0a20ans — codel 1 1
2 2
20 a 60 ans — code 2 3 1
60 de 3 ¢ >
.60 ans et + — code 5 ?
Fig. 1.24 : L'age est une variable qualitative ordinale
Codage final Variables
age
Individus
1
moins de 20 ans
et plus de 60 ans — code 1 2 2
3 1
4 1
20 2 60 ans — code 2 5 5

Fig. 1.25 : L'age est une variable qualitative nominale
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Par combinaison de variables

Cette transformation est analogue a la combinaison logique de variables
quantitatives.

Exemple : soient deux variables qualitatives v] et v2 a trois modalités
codées 1, 2 et 3. On crée une nouvelle variable qualitative v3 & deux

modalités codées 1 et 2 :

vi=lsivi=letsiva=10u3
v3 = 2 sinon.

Transformation qualitatif-quantitatif.

Codage disjonctif complet

Ce codage consiste 4 transformer une variable qualitative a r modahtes
en r variables binaires indicatrices de chaque modalité.

Exemple : soit trois individus a, b, ¢ repondant aux quesuons suivantes :
couleur des yeux (Y), age (A), sexe (F), leurs réponses étant codées de la
maniere suivante :

Yeux : vert :1; bleu :2 ; marron:3

Age : de0a20ans : 1
de20aSOans : 2
: 3

plus de 50 ans
Sexe : féminin |
: masculin 2

Soit le tableau des réponses :

Y [A |S
1 2 |2
b | 2 1 1
C 313 2

Fig. 1.26 : Tableau de variables qualitatives
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Le codage disjonctif complet de ce tableau est donné dans le tableau
suivant :

Yeux Age Sexe
vert | bleu |marron | 0220 | 20450 |+deS0 | F | M

0 0 0 1 0 0 {1

b 1 0 1 0 0 110
Cc 0 1 0 0 1 0|1

Le codage est le suivant : absence de la modalit¢ :0
1

présence de la modalité

Fig. 1.27 : Tableau disjonctif complet

Codage additif

Ce codage est de méme nature que le codage disjonctif complet. Il n'a de
sens que lorsque les variables a coder sont qualitatives ordinales. Il
permet de conserver l'ordre entre les modalités. Par exemple, la

variable 4ge du paragraphe précédent sera codée :

0a20ans (1,0,0)
20 2 50 ans 1,1,0)
plus de 50 ans 1,1, 1).

Les commandes de SICLA pour le

1.6.4
changement de variable et le codage

Les principales commandes utilisées pour la transformation ou la
création de nouvelles variables sont les suivantes :

METRIQ : permet de centrer ou centrer-réduire les variables et
également de calculer des profils (en divisant, chaque terme

du tableau de données par la somme de sa ligne).
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CREQAN :

CREQAL :

CRBIQL:

CODQAN :

ELIMOD :

permet de créer une variable quantitative par combinaison
de variables utilisant des :

. opérateurs numériques : +, -, X, /, log, exp, V
. opérateurs logiques : >, <, ou, et.

permet de créer une variable qualitative par combinaison de
variables avec les mémes opérateurs logiques que CREQAN.

permet de créer le tableau disjonctif complet associé & un
tableau de variables qualitatives.

permet de coder un ensemble de variables quantitatives en
un ensemble de variables qualitatives soit par choix de
bornes, soit par intervalles égaux, soit par effectifs égaux ou
soit par minimisation de la variance.

permet d'éliminer les modalités absentes d'une variable
qualitative. Cette commande est trés utile car les méthodes
travaillant sur les variables qualitatives n'admettent pas des
modalités absentes.

Tableau résumé des principales commandes

La figure 1.28 exprime le passage d'une ou plusieurs variables du type
indiqué sur la ligne aux variables du type indiqué sur la colonne.

Variable
d'arrivée Type Type
Variable - quantitatif qualitatif
de départ
Type METRIQ CODQAN
quantitatif CREQAN CREQAL
Type CRBIQL ELIMOD
qualitatif CREQAN CREQAL

Fig. 1.28 : Choix des commandes SICLA
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1.7 Similarités et dissimilarités

1.7.1 Quelques définitions

Nous appelons similarité ou dissimilarité toute application a valeurs
numériques qui permet de mesurer le lien entre les individus d'un méme
ensemble ou entre les variables. Pour une similarité le lien est d'autant
plus fort que sa valeur est grande. Pour une dissimilarité le lien est
d'autant plus fort que sa valeur est petite.

Définition d'un indice de similarité

Un indice de similarité (ou plus simplement une similarité) sur un
ensemble Q est une application s de Q x Q dans R* qui vérifie les deux
propriétés suivantes :

S1) s est symétrique : V (w, w) € Qx Q:s(w, w') = s(w', w)
S2) V(w,w)e QxQavecw#Ww: s(w,w) = s(w',w') > s(w, w")

Remarquons que la similarité d'un point a lui-méme est une constante
supérieure a tout autre similarité ; on la note Smax-

Définition d'un indice de dissimilarité

Un indice de dissimilarité (ou plus simplement une dissimilarité) est une
application d qui satisfait 2 la condition Sl etala condition S'2 suivante :

S2) VweQ dww)=0.
Définition d'une distance et d'une ultramétrique
Une distance est un indice de dissimilarité qui vérifie en plus les deux

propriétés suivantes :

(D1) dw,w)=0=>w=w
(D2) d(w, w') £ d(w, w") + d(w", w') (I'inégalité triangulaire),
pour tout w, w', w" € Q.
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Un indice de dissimilarité, qui vérifie seulement la propriété (D1), est
appelé "indice de distance”. S'il vérifie seulement la propriété (D2),
on dit que c'est un "écart”. Si au lieu de vérifier (D2), l'indice de
dissimilarité vérifie 1'inégalité suivante : :

(D3) d(w, w') <Max ((d(w, w"), d(wW", w)) V w, w, w" € Q.

On dit que c'est un "écart ultramétrique” (ou une "dissimilarité
ultramétrique”). On voit facilement que la condition (D3) entraine
(D2). Un indice de dissimilarité, satisfaisant 2 (D1) et (D3), est appelé
“distance ultramétrique”. Nous reviendrons dans le chapitre suivant
sur cette distance qui joue un rdle important en classification
hiérarchique.

Remarque :

il est facile de transformer un indice de similarité s en un indice de
dissimilarité d. I suffit de poser :

d(w, W') = smax - s(w, w')

1.7.2  Tableaux de variables quantitatives

On reprend ici les notations qui ont été données en 1.4.1.
Distances entre individus
Distances euclidienne générales

Ce sont les distances les plus classiques, elles vérifient :

dla(wi,wi') = Y(xj-xi") M (xi-xj') ot M est une matrice symétrique définie

positive. On les nomme également distances quadratiques ou métriques.
Examinons quelques cas particuliers.
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Distance euclidienne simple : Cest le cas o0 M = L.

pi
d2(wj,wi) = j‘_z‘.l (1 - x)2

Distance de Mahalanobis : Elle se rencontre fréquemment en
analyse des données et surtout en analyse discriminante. Son expression
analytique est la suivante :

d2(wi, wi) = (xixi) V! (xi=xi)
ou V (voir 1.4.1) est 1a matrice de variance-covariance des individus.

Distance du %2 : La distance du x2 est importante en analyse des

données. Elle est particulierement bien adaptée aux tableaux de
contingence (cf. 1.5.5). Elle est utilisée en analyse factorielle des
correspondances. Rappelons qu'elle s'exprime ainsi :

. N2
J X

D i . .
d2(wj, wi) = 3 — - —{oux = 3 x{ et x =3 xJi

1
Jli

Distance de Minkowsky : Elle dépend d'un parametre positif A;ona:

o1
d(WhWi')=[j§1|xji"‘ij")‘])“

Pour A = 2 on retrouve la distance euclidienne simple.
Pour A = 1 on retrouve celle des valeurs absolues ou "city block™ :

p . .
dewi, wi)= 3 1x{-x |
J:
Enfin pour A — +e° on obtient la distance de Ch_ebyshev :

d(w;, wi) = Max |x]-x{ |
j
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Similarités entre variables

Les similarités les plus classiques sont la covariance ou corrélation entre
variables (cf. 1.4.1). La valeur absolue de la corrélation est un indice de
similarité.

1.7.3 Tableaux binaires

On peut, bien sir, utiliser les distances vues précédemment. Si x et x2,
sont deux vecteurs binaires, pour définir une similarité ou une
dissimilarité spécifique, il est nécessaire d'introduire les quatre quantités
suivantes.

.

Soit a le nombre de fois ot x} = sz =1

Soit b le nombre de fois ot x} =0et x% =1

Soit ¢ le nombre de fois ol xJ1 =1et J-{J2 =0

Soit d le nombre de fois ol le =x3=0

X1
1 0
X2
1 b
c d

Les similarités suivantes sont souvent utilisées :

——a
a+b+c+d
a
a+b+c
_2a
2a+b+c

(Russel et Rao)

Di(x1, x2)

Da(x1,x2) = (Jaccard)

D3(x1, x2) (Dice)
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Da(x1,x2) = ;;5%;‘5 (Sokal et Sneath)
Ds(x1,x2) = fb{%:a' (Sokal et Michener)

a a .
De(x1,%2) = % * atc (Kulzinsky)
D7(x1,x2) = ﬁ'{)‘ (Rogers et Tanimoto)

ad-bc
Dg(x1,X2) = Z37bc (Yule)

_ | ad-bc | .
Pearson)
a .

Dio(x1, x2) = {(a+b) (C+d) (a+c) (b+d)] 172 (OCh]al)

Remarquons que les coefficients a, b, ¢, d peuvent s'exprimer sous
forme analytique 2 l'aide des vecteurs binaires xj et x2 carona:

a=1x1.x2 ,b=t1-x1).x2 , c=tx1.(1-x2), d=11-x1) (I-x2)

Dans ces formules 1 est le vecteur composé de 1.

1.7.4 Tableaux de variables qualitatives

Similarités entre individus

Le codage disjonctif complet (cf. 1.6.3) permet de se ramener a un
tableau de variables binaires. On peut alors utiliser les similarités et
dissimilarités indiquées précédemment et en particulier la distance du

x2.
Similarités entre variables

A partir de deux variables qualitatives v1 et v2, on peut considérer le
tableau de contingence associé. Ce tableau permet de définir une

similarité entre les deux variables. Par exemple, la valeur du x2 de
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contingence peut étre utilisée comme similarité entre les deux variables.

njnj 2 1

q T
- 2= s
D(vi,v2)=x2=s Y Z (03 - = nin

i=1 j=

ou q est le nombre de modalités de la variable v; et r le nombre de
modalités de la variable v».

La "ressemblance" entre vj et v2 est d'autant plus grande que D(vy, v2)
est grand, a effectif s fixé.

Si I'on désire une similarité liée au 2 et variant entre O et 1, on peut
utiliser le T de Tschuprow :

¢ \ 12
POLvD) =T gDz ° #¥=7

Signalons encore d'autres similarités basées sur le tableau de
contingence :

2 .
D(vi,v2) =C= [rnin[(r-l) (q-l)]]m (Coefficient C de Cramer)

Similantés utilisant I'information mutuelle de Shannon

D(v1, v2) =I(v1) + I(v2) - I(v1, v2)
< q | r
ou I(vp)= ,zlfi. loga fi. , I(v2) = z fjlogaf; ,
1= ‘ )=

I(vi, v2) = EJ fij log2 fijj

1.7.5 Dissimilarités entre groupes d'individus

Etant donné deux groupes d'individus A} et A2 de € et une dissimilarité
d: Q x Q— R+, on peut imaginer de nombreuses dissimilarités entre
groupes. Citons-en quelques-unes parmi les plus classiques.
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Distance du lien minimum

D(A1, A2) = Min  d(wj, wj)
wj € Al
wj € A2
X
X x
Al X X Xe— — X A,
« X

Fig. 1.29 : Distance du lien minimum

Distance du lien maximum

D(A1,A2)= Max d(wj, wj)
wi € Al
wj € A2

X X A
i-X/x_—/'K
X % X X
X
Fig. 1.30 : Distance du lien maximum

Distance des noyaux

Nj et N7 étant des noyaux de Aj et A2 (c'est-a-dire des sous-ensembles
de A1 et A2), la distance est :

D(A],A2)= I d(wi, wj)
wieNj
wje N2
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X
X X

X X X
XA//‘X' X

Fig. 1.31 : Distance des noyaux réduits a un seul individu

Distance des centres de gravité

Dans le cas ou I'espace d'arrivée des p variables O = O1 x ... x Op estun
espace vectoriel, muni d'une distance quadratique, on peut prendre
comme distance entre deux groupes, la distance de leur centre de
gravité.

Fig. 1.32 : Distance des centres de gravité

Dans le cas de deux groupes A} et A2 disjoints, une distance dénivée de la
distance des centres de gravité et plus souvent utilisée est la suivante :

R(A1) n(A2)
D(A1, A2) = d2(g;y,
(AL A= ADnAy T &8

ou H(A) est le poids du groupe A et ou gi (resp. g2) est le centre de
gravité de Aj (resp. A2).

Cette distance représente la perte d'inertie résultant de I'agrégation de
A1 et Aj. On peut montrer effectivement que (cf. 1.5.4)

D(A1, A2) = I(A1 U A2) - I(A1) - I(A2) ou I(A) est l'inertie du
groupe A.
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1.7.6 Les commandes de SICLA pour la
création de tableaux de distances

Les commandes CRDIQN et CRDIQL permettent de calculer un tableau
de distances 2 partir d'un ensemble d'individus caractérisés par un
ensemble de variables quantitatives ou qualitatives. Plus exactement, a
lissue de ces commandes, nous avons une structure de données de type
Individus x Individus relative au triplet (I, D, Dp) o D est un tableau de
distances définies sur 'ensemble I muni d'un ensemble de poids Dp. Les
poids peuvent ne pas €tre constants et seront dans ce cas introduits sous
forme d'une variable particuliere. De nombreuses distances sont
proposées.
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2

LA CLASSIFICATION
AUTOMATIQUE

2.1 Introduction

La nature offre un grand nombre de populations qu'il est souhaitable de
répartir en catégories. Chaque discipline scientifique sollicite des
classifications. Il peut s'agir, en médecine par exemple, de découvrir les
principaux regroupements de malades ayant le méme comportement vis-
a-vis de certains paramétres retenus pour les caractériser. En botanique,
il s'agit de mettre, par exemple, en évidence des sous-espeéces d'une
méme variété A partir d'un tableau de données ol des plantes sont
caractérisées par un certain nombre de mesures : les "taxons” d'oi le
terme de "taxonomie" utilisé parfois & la place de "classification
automatique". En reconnaissance des formes, la classification
automatique peut étre utilisée pour obtenir des types d'empreintes
digitales, d'écritures, d'électrocardiogrammes, de signaux radars. En
intelligence artificielle, la classification automatique est considérée
comme un procédé apprenant a 'ordinateur une information d'ordre
sémantique qui n'était pas dans le tableau initial sous forme claire : on
parle alors d'apprentissage sans professeur.

L'information apportée par une classification se situe, en effet, au niveau
sémantique : "il ne s'agit pas d'atteindre un résultat vrai ou faux,
probable ou improbable, mais seulement profitable ou non profitable”
[Lance et Williams, 1967]. Profitable, pourquoi? Pour de multiples
raisons : des regroupements inattendus apparaissent, permettant de faire
de nouvelles hypothéses ; des regroupements attendus n'existent pas, ce
qui fait ressortir le faible pouvoir séparateur des paramétres utilisés; les
classes obtenues et leurs imbrications assurent une vue concise et
structurée des données ; les classes significatives entrainent la définition
de fonctions de décision permettant d'attribuer un nouvel objet a la classe
dont il est proche, etc.
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Il existe maintenant de nombreux ouvrages en langue francaise
entierement ou en partie consacrés a la classification automatique (voir
par exemple [Benzecri et coll.,1973], [Diday, Lemaire, Pouget, Testu,
1982], [Jambu, Lebeaux, 1978], [Lerman, 1981), [Caillez, Pages, 1976],
[Roux, 1985]). Les principaux problémes du domaine différent suivant le .
type de classification recherchée : partition, hiérarchie, recouvrement.

Dans le second paragraphe, nous donnons une définition générale de la
notion “d'espace de classification” et nous montrons que les partitions, les
hiérarchies et les recouvrements sont des espaces particuliers de
classification. Nous présentons dans le troisi¢éme paragraphe, une
méthode générale dite des "Nuées Dynamiques” qui permet par itérations
successives d'améliorer 'adéquation entre les classes d'une classification
et la représentation choisie. Dans les paragraphes 2.4 a 2.7, cette méthode
est présentée dans différents cas, I'espace de classification étant toujours
I'ensemble des partitions. Lorsque la représentation d'une classe est le
centre de gravité, la méthode conduit a l'algorithme "des centres
mobiles” qui est étudié au paragraphe 2.4. Si I'on désire adapter le choix
de la distance aux classes que 1'on recherche, on utilise une représentation
qui conduit a un algorithme dit des "distances adaptatives” présenté au
paragraphe 2.5. Dans le paragraphe 2.6 on s'intéresse a la classification
simultanée des individus et des variables. Le cas oil I'on dispose au départ
d'un tableau de distances au lieu d'un tableau de données
individus~variables est étudié au paragraphe 2.7. Le paragraphe 2.8 est
consacré a I'étude des mélanges de lois de probabilité en liaison avec la
classification. Le paragraphe 2.9 s'intéresse au probléme de la recherche
d'une partition optimale. Des algorithmes de programmation dynamique
sont proposés lorsque 'ensemble a classer est ordonné,

Au paragraphe 2.10, on s'intéresse au probléme important de
I'interprétation d'une partition. Les différents algorithmes de
partitionnement donnent généralement plusieurs optima locaux qu'il est
souvent utile de comparer pour faire apparaitre par exemple des "formes
fortes”, c'est l'objet du paragraphe 2.11 qui étudie les multi-partitions.
Enfin aux paragraphes 2.12 et 2.13 on étudie des espaces de classification
différents des partitions : les hiérarchies pour obtenir des classes
emboitées et les pyramides pour visualiser des classes empiétantes. A la
fin de chaque paragraphe les commandes correspondantes de SICLA soni
décrites.
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2.2 Les principaux espaces de
classification |

2.2.1 Introduction

Pour mieux appréhender le contenu d'un tableau de données, on est
souvent amené a rechercher des structures interclasses simples telles que
les partitions et les recouvrements ou, plus complexes, telles que les
hiérarchies ou les pyramides. Nous définissons d'abord toutes ces
notions ; puis nous montrons qu'elles ont des propriétés communes et
qu'elles constituent des espaces de classification qui seront précisément
formalisés. '

2.2.2 Définition des principaux espaces
de classification

Les partitions

Une partition d'un ensemble Q est un ensemble de parties non vides
P = (Py,...,Px) d'intersections vides deux a deux et dont la réunion

forme Q :

1) ve0e (1,2,..k} Pp=9
) V¢me {12,..k} €#m P NPp#0
k

3) U Pp=Q
2=1

Exemple : étant donnés les sept points du plan de la figure 2.1, on peut
construire une partition en trois classes P = (P, P2, P3) qui est
représentée sur la figure 2.2, avec P; = {w7}, P2 = {ws, w4, we} et
P3 = {w1, w2, w3}
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* w7 s 1
* O
w 2
* 4
x
w6 * w3 P
3
*
"

w

* 1
Fig. 2.1 : Les données Fig. 2.2 : Une partition

Les recouvrements

Un recouvrement de €2 est un ensemble P = (Pjy,...,Px) de parties non
vides de Q dont la réunion forme Q . Une partition est donc un cas

particulier de recouvrement :
1) Vee {1,2,..k} Pp #0
k

2) U pp=q
0=1

Exemple : étant donnés les sept points de la figure 2.1, on peut construire
le recouvrement  trois classes P = (P1, P2, P3) qui est représenté figure
2.3, 0u Py = {w7, ws, wq}, P2 = {ws, wg, we} et P3 = {wq, wa, w3}.

P
1
x 7 *ws
*w P
4 3
*ws *w3
*
w2
* " P

Fig. 2.3 : Un recouvrement
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Les hiérarchies

On cherche 2 représenter Q par un ensemble de partitions emboitées. En
général, une hiérarchie est visualisée par un arbre appelé dendogramme.
Par exemple, la hiérarchie indiquée figure 2.4 représente I'ensemble des
sept points du plan déja utilisés.

4 h,,
w w
®x 7 x 5 h 1
w
* 'y
*®
h
*
o, 9
*wl hg
0
oY Yy % oY

Fig. 2.4 : Une hiérarchie
Définition d'une hiérarchie

Soit Q un ensemble fini, H un ensemble de parties (appelées paliers) non
vides de , H est une hiérarchie sur Q si :

1) Q € H (c'est-a-dire le palier le plus haut contient tous les individus)
2)Vwe Q {w)e H (les points terminaux)

3)Vh,h'e Hona:hNh'# @ => hCh'ouh'Ch.

Exemple : soit Q = {w1,...,w7} les sept points du plan de la figure 2.4 et

H la hiérarchie associée dans cette figure. OnaH= U h;j avec hj={wi}
i=1,12

pouri=1,7 ; hg={w4,ws}, hg={w1,w2,w3}, hjo={we} U hg,

hi1={w7} Uhjoethj2 =h11 Uhg. On vérifie facilement que H satisfait

bien aux trois axiomes de la définition.
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Les pyramides

Considérons encore une fois les sept points de la figure 2.5. La
représentation graphique de ces sept points telle qu'elle est indiquée est
une "pyramide”.

*x 7 *w5
w hl"3
* 4 _1
1ﬁw6 *w3
*
wz
* ]
—»
T

Fig. 2.5 : Une pyramide

On voit que, contrairement aux hiérarchies, cette représentation autorise
la possibilité pour un singleton ou un palier d'appartenir a4 deux classes.
On remarque que si 1'on coupe la pyramide par une suite de lignes
horizontales, on obtient une suite de recouvrements emboités.

Définition d'une pyramide

Soit Q un ensemble fini, P un ensemble de parties non vides (appelées
paliers) sur Q, P est une pyramide si :

1) Q € P (le plus grand palier contient tous les individus)

2)Vwe Q, {w} e P (les points terminaux)

3)Vh,h'e Pona hNh'=@ ou hNh'eP.

4) 11 existe un ordre 6 tel que tout €lément de P soit un intervalle de 6.

Exemple : considérons la pyramide P de la figure 2.5. Les paliers h; de

P sont les mémes que ceux de la hiérarchie H de I'exemple précédent
pour i=1,12; on a donc P = HU h;3 avec hi3 = {wa,w4}. En
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considérant que l'ordre 0 est celui des singletons 2 la base de la pyramide
P (autrement dit w7 wg W5 w4 w2 w3 w1) on vérifie facilement que les 4
axiomes de la définition sont bien satisfaits. '

2.2.3 Formalisation de la notion d'espace
de classification

Dans ce paragraphe, il est montré que tous les ensembles de classes
d'individus que nous venons de présenter (partitions, recouvrements,
hiérarchies, pyramides) satisfont 2 des propriétés communes.
Considérons un ensemble Q formé des 10 points de la figure 2.6 et les
classes qui leur sont associées par les contours indiqués.

Fig. 2.6 : Une classification naturelle

A partir de ces 10 points, on peut définir plusieurs classifications
“naturelles" : si I'on considére que tous les points forment une seule
classe, on obtient la classification définie par I'ensemble Q lui-méme ;
I'ensemble des classes Py, P2, P3, P4 définit une deuxiéme classification ;

une troisidme classification consiste & considérer que les 10 points notés
w1,...,w10 forment 10 classes réduites chacune a un seul élément.
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Considérons maintenant l'ensemble S formé de ces trois classifications.
Onadonc:

S = {{Q}, {P1,P2,P3,P4}, {{w1]}, {w2),... (w10} }}.

L'ensemble S satisfait aux quatre propriétés suivantes :
a) S est formé de trois éléments qui forment chacun une partie de

I'ensemble des parties de Q ;

b) chacun de ces éléments est formé de classes dont la réunion
recouvre Q ;

¢) l'un des éléments de S contient Q ;

d) un autre contient les singletons.

Nous allons montrer que ces quatre propriétés permettent de définir un
espace de classification général qui englobe les différents types de
classification que nous avons présentés en 2.2.2.

Définition d'un espace de classification : On dit que S constitue un espace
de classification sur Q si S est un ensemble satisfaisant aux quatre
propriétés suivantes :

1) S C P(P(2)) ol P(2) est I'ensemble des parties de Q.
2)Vse S, s={P1,..Px} => U Pp=0Q
2

3)3se Stelque Q € s. |
4)3seStelqueV we Q, {w}es.

Chaque élément s de S est une classification. La premiére condition
signifie que chaque élément s € S est un ensemble de parties de Q ; la

seconde, que tout élément de S recouvre Q ; la troisiéme qu'il existe au

moins un €lément de S contenant l'ensemble Q et enfin la quatri¢me
signifie que S contient un élément s qui contient lui-méme tous les
singletons. On a alors le résultat suivant :

Proposition :

Les partitions, les recouvrements, les hiérarchies et les pyramides sont
des espaces de classification.
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Démonstration :

Appelons P l'ensemble des partitions, on a bien :
1) P C P(P(Q))
2)VPeP,P=(P,..Px)=> U Pp=Q

4

3)3 Pe P tel que Q e P car il suffit de prendre la partition réduite
a Q.

4)3IPePtelqueVwe Q, {wle P:en effet, il suffit de considérer la
partition dont chaque partie est un singleton.

La démonstration est tout 2 fait analogue pour les recouvrements.
L'ensemble des hiérarchies est un espace de classification car les deux
premigres propriétés nécessaires sont satisfaites : chaque hiérarchie est
une partie de I'ensemble des parties de € qui recouvre Q (puisqu'elle le
contient) ; les deux derniéres propriétés étant satisfaites puisqu'elles sont
vraies pour toutes les hiérarchies. La démonstration est tout a fait

analogue pour les pyramides. -

2.3 La méthode des Nuées
Dynamiques

2.3.1 Introduction

Dans ce paragraphe, nous montrons qu'une grande famille de problémes
de la classification automatique peuvent s'énoncer en termes
d'optimisation d'un critére mathématiquement bien défini. La méthode
des Nuées Dynamiques (appelée MND) largement développée dans
[Diday et al, 1980] fournit un cadre général permettant d'énoncer ces
problémes et d'obtenir des algorithmes pour leur donner des solutions
approchées.

La caractéristique principale de la MND est la problématique nouvelle
qu'elle a introduit. I1 s'agit d'optimiser un critére qui exprime
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I'adéquation entre une classification des objets et un mode de
représentation des classes de cette classification. Le probléme
d'optimisation se pose alors en terme de "recherche simultanée de la
classification et de la représentation des classes de cette classification
parmi un ensemble de classifications et de représentations possibles, qui
optimisent le critére".

L'ensemble des partitions constitue un exemple privilégié d'espace de
classification. On peut représenter chaque classe de la partition 2 l'aide
d'un centre de gravité. L'ensemble de ces centres constitue un exemple
classique d'ensemble de représentation. La notion importante de
représentation sera introduite en 2.3.2 et définie précisément en 2.3.5.

A partir des problémes concrets posés par les utilisateurs, on peut
imaginer de nombreux autres espaces de représentation. Avant de
présenter les principales étapes de la méthode et ses propriétés dans le
cadre général qui en fait I'intérét, il nous semble utile de présenter dans
le paragraphe qui suit un exemple simple permettant de fixer les idées.

2.3.2  Un exemple simple

Les techniques de partitionnement dont nous allons parler maintenant cn:
pour but de fournir une partition en k classes d'individus (k donné a
priori) bien agrégées et bien séparées entre elles. Elles présentent
l'intérét d'étre rapides et de permettre le traitement de trés grands
tableaux (on a classifié, par exemple, 40 000 personnes ayant répondu a
une enquéte pour une entreprise de vente par correspondance afin
d'obtenir des profils types de client2le).

Choix d'un mode de représentation

Cet algorithme nécessite tout d'abord la définition d'un mode de
représentation de tout groupe d'individus. Un groupe d'individus étant
donné, cette représentation, appelée aussi "noyau”, peut étre, par
exemple (voir figure 2.7) :

- une droite,

- un groupe de points de la population,
- un centre de gravité.

84




La classification automatique

— —
Q Q * * *
* Q * . *
*
* *
* *
*
*x * *
*x
droite points centre de gravité

Fig. 2.7 : Modes de représentation
Comment se déroule I'algorithme ?

Voyons un exemple dans le cas simple ol le noyau est un point. On part
d'un choix de k noyaux estimés ou tirés au hasard pris parmi une famille
de noyaux admissibles appelée espace de représentation et notée L.
Chaque point de la population est ensuite affect¢ au noyau dont il est le
plus "proche". On obtient ainsi une partition en k classes dont on calcule
les noyaux. On recommence le procédé avec les nouveaux noyaux et ainsi
de suite (voir figure 2.8). On démontre que, sous certaines conditions,
l'algorithme converge vers une position stable en améliorant, a chaque
itération, un critere mathématique.

%
¥ »
*
* *
* %%
%
0% »
0
* X
* %%

trouver une partition 2 points sont on associe chaque point
en 2 classes tirés au hasard au noyau le plus proche
*
* *x %
*x %
(= O*
*
2 nouveaux noyaux sont on associe chaque point
calculés en prenant le au noyau le plus proche :
point le plus proche du les classes naturelles ont
centre de.chaque classe été détectées.

Fig. 2.8 : L'algorithme des Nuées Dynamiques
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Sous certaines conditions (portant sur les fonctions qui permettent
d'affecter les points aux classes et de calculer les noyaux) cet algorithme
fait décroitre un crittre W qui mesure l'adéquation entre les classes et
leur noyau respectif (autrement dit 1a "ressemblance” des noyaux a leur
classe). Plus formellement, le critere est une application :

W:Lgx Py — R+
avec :

.Lx = Qk l'ensemble des k-uples L = (Ly,...Lx)avecLp e Q.
Py est I'ensemble des partitions P = (P1,...,Px) 2 k classes de Q.

k
W({PL)= 3 D(Pp,Lp) on,
=1
. D est une mesure d'adéquation du noyau L¢ a la classe Pp (une petite
valeur de D exprime une bonne adéquation entre LeetPp).

Ainsi, a chaque itération de I'algorithme, la décroissance du critére
exprime une augmentation globale de 'adéquation entre les classes et
leurs noyaux.

2.3.3  Les principaux aspects de la méthode

La méthode des Nuées Dynamiques répond essentiellement au probléme
suivant : trouver un couple (P*, L*) € Py x Lg ou Ly est un "espace de
représentation”, (qui est précisément défini en 2.3.5) et ot P est réduit
dans tout cet ouvrage a l'ensemble des partitions en k classes, qui
minimise un critére :

W: Pk xLx —-R*+;
autrement dit tel que :

W(P*L*)=Min {(W(P,L)/Pe P, L € Ly).
Afin de minimiser ce critére, on utilise principalement une étape de

représentation suivie d'une étape d'affectation de fagon itérative jusqu'a
la convergence qui donne une solution localement optimale au probléme

posé.
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La MND telle qu'elle est généralement utilisée consiste essentiellement a:

1) Choisir un espace de représentation Ly,

2) Définir un critere W de Pk x Lx — R,

ce critére doit permettre de mesurer 'adéquation entre toute partition
P e Py et toute représentation L € Lk de cette partition.

3) Définir un probléme d'optimisation dont le but est 1a minimisation du
critere W. Il s'énonce dans les termes suivants :

"Chercher simultanément la partition P € P et une représentation L
de cette partition de facon que P et L aient la meilleure adéquation
possible au sens du critére W".

4) Construire un algorithme (dit "des Nuées Dynamiques") pour
résoudre ce probléme. Cet algorithme consiste a utiliser de fagon
itérative une fonction de représentation g : Py — Lk et une fonction
d'affectation f : Lx — Pk

Py Ly

Fig. 2.9 : Les fonctions f et g

Il est initialisé a l'aide d'une classification Po € Pk ou d'une

représentation Lo € Lk estimées ou tirées au hasard.

5) Etudier les propriétés de convergence de cet algorithme. On peut
définir une suite up = W(vp) avec vy = (P, L0) ou Pn e PretLnestla
représentation de Pn obtenue a l'aide de l'application g. Si la fonction
d'affectation (permettant de passer de Ln a Pn+l) et la fonction de
représentation (permettant de passer de Pn+1 3 Ln+1) sont bien
choisies, on peut généralement montrer que les suites vp et up sont
convergentes et que la suite up est décroissante ; autrement dit que
J'algorithme fait décroitre le crittre a4 chaque itération jusqu'a
stabilisation.
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2.3.4 Tableau des principaux modes

de représentation utilisés

Dans le tableau suivant qui n'est pas exhaustif on indique succinctement ie
mode de représentation, le nom et les références de la méthode qui en
résulte.

Mode de Nom Référence

représentation

centre de gravité minimisation de la variance [cf. §2.4]
centres mobiles, K-means

loi de probabilité décomposition de mélanges | [cf. §2.8]

distance distance(s) adaptative(s) [cf. §2.5]

régression régression typologique [Charles, 1977]

axe factoriel Analyse factorielle [Ok, 1975)
typologique

axe discriminant Analyse discriminante [Lemoine, 1979]
typologique

variables segmentation typologique [Meunier, 1986]

individus tableaux de distances [cf. §2.7]

courbes lissage typologique [0k, 1975]

2.3.5 Les notions de base de la méthode

des Nuées Dynamiques

Structure de représentation et espace de représentation

Définition : on dit que Q est muni d'une structure de représentation si on

lui associe d'une part un ensemble L et une application D de P(Q) x L
dans R+ et d'autre part un ensemble Ly et une application W de Py x Ly
dans R+,

Les espaces L et Ly sont appelés respectivement espace de représentation
d'une classe et espace de représentation d'une partition.

. D est une mesure de dissemblance entre une classe et une représentation
de classe.
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W est un critére mesurant 1'adéquation entre une partition et une
représentation de partition.

Exemples

a) Q C RP, L = RP et D(A,A) est l'inertie de A par rapport 2 A (RP est
muni de la métrique euclidienne usuelle).

k
Li=Lx.xL)=L¥K et WPL)= 3 DPyLp)
2=1
ot Px = (P1,....Px) et L=(1,...Lx)

b) Q c RP,L = RP x D oii D est une famille de distances euclidiennes.

On définit D par
D(AN)= Y d2(w,g) ol A=(gd)(geRPetdeD)
weA
k
Li=(RPkxD et WPL)= 3 I d2(wzgo)

2=1 wePp
ou P=(Py,...Px) et L=(g1,...8k.d)

On remarque dans le premier exemple que Ly est le produit cartésien
Lk . ce qui n'est pas le cas dans le deuxiéme exemple. Toutefois L reste
étroitement 1ié 2 L.

Les fonctions de représentation et d'affectation

Une fonction g permettant d'associer 4 une partition de Pk un élément de
Ly est appelé fonction de représentation ; inversement une fonction f qui
permet d'associer 4 un €lément de Ly une partition de Pk est appelée
fonction d'affectation.

2.3.6 Etude d'une famille importante

La structure de représentation

On considere le cas ou Ly est le produit cartésien LK. Aucune hypothése
supplémentaire n'est faite sur L.
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La fonction d de Q x L dans R+ étant donnée, on considére que
I'application D s'exprime par

VAeL VAePQ DAMN=3 d(w,A)

we A

En général, d mesure la "dissemblance” entre un élément de W et un
€lément de L. D'autre part, le critére  s'écrit :

k k
VLeLk VPePy WPL)=3 DPpLp)= 3 ¥ d(w,Lp)
2=1 =1wePyp

avec

L =(Li,...Lx) et P = (Py,....Px)

Le probléme d'optimisation

On suppose que le minimum de D(A,.) existe et qu'il est unique. Le
critere W mesure I'adéquation entre une partition P et une représentation
L. Le probléme d'optimisation s'énonce ainsi : chercher parmi tous les

éléments (P,L) € Py x Lk celui qui minimise le critére W.

Les fonctions de représentation et d'affectation

La fonction de représentation g de Py dans Lk est définie parL = g(P)
avec L = (Lj,...,Lx) ot Lp est I'élément de L qui minimise D(Py,.).
La fonction d'affectation f de Lk dans Py est définie par P = f(L) avec

P=(P1,...Px)out Pp={we Q / d(w,Lp) £ d(w,Lp) Vme {1,..k}
avec £<m en cas d'égalité}.

La Construction de I'algorithme

L'algorithme des Nuées Dynamiques consiste, 2 partir d'une solution
(PO, o) (en fait Lo ou Po suffit) estimée ou tirée au hasard, a optimiser
le crittre W par itérations successives en L (P fixé) en utilisant la
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fonction de représentation g, puis en P (L fix€) en utilisant la fonction
d'affectation f, jusqu‘a l'obtention d'une solution stable. Cet algorithme
converge vers une solution non nécessairement optimale dépendant du
tirage de départ. L'algorithme peut se formaliser a l'aide de deux suites
vp €t up suivantes :

. Vo= (P°,L0) etvpsl = (pn+l,Ln+1) ol pntl = f(Ln) et Ln+l = g(pn+1)
. up = W(vp)

Etude des propriétés de I'algorithme

A partir de vy, l'algorithme calcule successivement les différents termes
de 1a suite vp jusqu'a la convergence qui va étre prouvée. Cette suite €tant
finie elle ne converge que si elle est stationnaire. (i.e. il existe N tel que

Vvn>N vp = vVn+l).

Montrons d'abord le résultat suivant :
Proposition 1 :

La suite uy converge en décroissant.
Démonstration :

Nous allons montrer que up = W (Pn, Ln+1) > up4+1. La premiére
inégalité est vraie car pour tout £

1
D(PZ, L?g) 2 D(Pg, Lng ) par définition de g, d'oll en sommant sur g

up = W(Pn, Ln) > W(Pn, La+1),

La seconde inégalité s'écrit :

n+l

> dw,Ly)
n+l
wePE weP ?

k n+l
s ¥ dwLy)z2
2=1 n

~
n M=
—
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Elle est également vraie par définition méme de l'application f. De plus,
la suite wp ne pouvant prendre qu'un nombre fini de valeurs, elle
converge en un nombre fini d'itérations et elle est stationnaire.

Proposition 2 :

La suite v, est stationnaire.

Démonstration :

Supposons que la stationnarité de uj soit atteinte 2 I'itération N. On a

donc uN+1 = uN soit W(vN+1) = W(VN). Cette égalité n'implique pas
forcément que vN+1 = VN car W n'est pas nécessairement injective. Nous

allons montrer néanmoins quevp=vN Vn=>N.
En effet, uN = un+1 s'écrit W(PN, LN) = W(PN+1, LN+1) d'ou
W(PN, LN) = W(PN, LN+1) = W(PN+1 N+1)

De la premiére égalité , on tire que LN = LN+1 dy fait que par hypothése
I'€lément L minimisant D(PN,.) est unique.

Or, on sait que PN = f(LN) et PN+1 = f(IN+1) d'oi PN = PN+1_

On en déduit par récurrence la stationnarité de la suite vp,.

Propriétés de la solution obtenue

% &
La solution obtenue est dite "stable" car la représentation L*=(L1,...,Ly)

obtenue a la convergence pour les k classes induit par la fonction f une
partition P* qui admet justement pour représentation L*.

La représentation obtenue L* permet la construction d'une fonction
d'affectation. Cette fonction associe A chaque €lément de Q Ia classe

d'indice i telle que d(w,L;) = Min d(w,L;). (En cas de non unicité du
J

minimum on retient le plus petit indice).

92




La classification automatique

On peut obtenir plusieurs solutions en changeant le choix de la partition
Po. Si une seule solution doit étre retenue, on choisira naturellement celle
qui donne la meilleure valeur du critere. Il est intéressant d'étudier
l'ensemble des solutions afin d'en extraire des informations qui peuvent
étre utiles dans la pratique ; par exemple, les groupes d'individus .
‘(appelés "formes fortes") qui se trouvent toujours dans la méme classe
quelle que soit la partition envisagée. Nous reviendrons en détail sur ces
questions dans le paragraphe consacré a l'analyse d'une multipartition.

Quelques cas particuliers

1) Q c RP, L = RP et d est une mesure de dissemblance sur RP (voir le
paragraphe qui présente l'algorithme des centres mobiles)

2) Q c RP, L = Q4 avec q fixé (une classe sera représentée par plusieurs

éléments de l'ensemble Q) et d(x,A)= ¥ d'(x,y) ot d' est une mesure
yeA

de dissemblance sur RP (voir le paragraphe qui traite de la classification

d'un tableau de distances).

Toutes les méthodes des Nuées Dynamiques qui ont été développées
[Diday et al, 1980] n'entrent pas toujours dans le cadre que nous venons
de présenter. En particulier L n'est pas toujours le produit cartésien LK,
comme nous l'avons vu dans l'exemple b du paragraphe 2.3.5. Cet
exemple sera repris en détail dans le paragraphe 2.5.

2.3.7 Initialisation et nombre de classes

La méthode des Nuées Dynamiques comme la plupart des méthodes de
partitionnement fournit une solution dépendant de la configuration
initiale et nécessite le choix du nombre de classes. Les deux problémes ne
sont pas résolus. En général le nombre de classes est demandé 2
l'utilisateur et l'initialisation est faite par tirage au hasard. Des solutions
intéressantes sont proposées dans le paragraphe sur les multipartitions et
dans le paragraphe sur la recherche d'une partition optimale.
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2.4 La Méthode des Nuées
Dynamiques dans le cas
des centres de gravité

2.4.1 Introduction

Cette variante, appelée encore “algorithme des centres mobiles"
[Benzécri, 1973] est trés utilisée car elle est efficace pour traiter de
grands ensembles de données. Ce type d'algorithme, ol une classe est
représentée par son centre de gravité, a été étudiée par différents auteurs
[Thorndike, 1953], [Bonner, 1964], [Forgy, 1965], [Ball et Hall, 1965] et
[Mac Queen, 1967). Nous allons présenter la variante des centres de
gravité selon le formalisme défini au paragraphe 2.3 et expliciter le
critére optimisé selon les types de tableaux (quantitatifs et qualitatifs).
Cette variante rentre dans le cadre de la famille étudiée au paragraphe

2.3.6.

2.4.2  Les principales étapes

L'espace de représentation

Dans cette partie, I'espace des individus est I'espace RP muni d'une
métrique euclidienne dym. L'espace de représentation L d'une classe est
aussi I'espace RP. La mesure d'adéquation D est une application de

P(Q2) x L dans R* définie de la maniére suivante :

VAEP®Q), Vxe RP DAX)= 5 padixa)=I(A)
acA

oll p est le poids de a et Ix(A) I'inertie de la partie A par rapport a x.

La fonction de représentation

Considérons le probléeme d'optimisation suivant :
minimiser D(A,x) = Ix(A) pour xe RP
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D'apres le théoréme de Huygens, ce probleme admet une solution unique
qui est le centre de gravité de la partie A. L'hypothése d'unicité du
paragraphe 2.3.6 est vérifiée. La fonction de représentation g, qui a toute
partition P=(P1,...,Px) associe sa représentation L = (L1,...,.Lx) est donc

définie par :

g(P1,....Px) = (L1,....Lx) ou L¢ est le centre de gravité de Pg.

La fonction d'affectation f

Elle est définie de la méme maniére qu'au paragraphe 2.3.6. C'est donc
une application f de Lk dans Py telle que :

f(L1,....Lx) = (P1,...,Px) ou Pp est défini comme suit :

Pp = {x€Q/d(x,Lp) £d(x,Lm) Vm e {1,.k} et 2<m en cas d'égalité)

Le probléme d'optimisation

Il s'agit de chercher le meilleur couple (P,L) € PixxLk minimisant le
critere d'adéquation W entre la partition P = (P1,...,Pk) et sa
représentation L = (L1,...,.Lx). Ce critere s'écrit :

k k
WPL= 3 DPuLO)= 3 = pidg&ilo)
=1 P=1 xjePp

Comme le représentant Lp d'une classe Pg est son centre de gravité gg, le
critére s'écrit encore :

k 2 k
WPL)= £ I pi dv&igd)= 2 Te
2=1 xjeP? =1

ol Tp est l'inertie de la classe P¢ par rapport a son centre de gravité go.
Le crittre W(P,L) est donc l'inertie intraclasse de la partition P. Cette
méthode minimise l'inertie intraclasse et maximise I'inertie interclasse en
vertu de la relation : T = W + B (cf. paragraphe 1.5).
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L'algorithme des "centres mobiles"

En utilisant les fonctions f et g précédentes on définit une suite
vn = (PR,LD) et une suite up = W(vp) qui convergent.

2.4.3 Expressions du critére

Nous allons exprimer les deux aspects W et B du critére dans différents
cas.

Les variables sont quantitatives

Deux cas importants sont envisagés :

- la métrique M = I, lorsque les données sont homogenes,
- la métrique M = Dy/52 (les variables ont alors méme variance) lorsque

les données sont hétérogenes.
i) M = I,, matrice identité.

Notons p¢ le poids de la classe Py, l'inertie interclasse B s'écrit :

) kg
B= Ky 42 (gg)= X ,El He (g - )2

1 8=1J=

T M

ou ng désigne la moyenne de la variable j dans la classe Ppetgila

moyenne de la variable j pour la population totale.

k k p .
W= 3 I pidkigd=3 I 3 pild-g)?
0=1 xjePp =1 x;ePp J=1
k . .
W= 3 pgvarg (xJ)sil'on désigne par varp(xJ) la variance locale de la
=1

variable xJ dans la classe Py.
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ii)M=D 1’ matrice diagonale dont le terme général Mj est l'inverse

de la variance de la variable xJ.

On a alors :

i
pe f wd e 5 B ul—
= H 2(g8p.8) = z W\
2=1 g p=1 J=1 Cj

j 3

K Xi'8p

W= % p > pPil ——

f=1 x;ePp J Gj

Remarque :

choisir M = D1 / 62 revient a traiter les données réduites avec M= Ip.

La méthode des centres mobiles maximise donc la somme des écarts entre
les moyennes des variables dans les classes et les moyennes générales. En
minimisant l'inertie intraclasse, la méthode a tendance a chercher des
classes rondes, d'égal volume et de faible inertie (cf. paragraphes 2.5 et
2.8).

Les variables sont qualitatives

On considére un ensemble de p variables qualitatives {Xq/qe Q} ot Q est

I'ensemble des entiers allant de 1 & p. On a vu au chapitre 1 comment

mettre un tableau de variables qualitatives sous forme disjonctive

compléte. Dans la suite, le tableau X désignera le tableau disjonctif

complet associé aux variables qualitatives.

On notera :

Jq l'ensemble des modalités de la variable Xgq et card Jq= mgq

.Xq est la juxtaposition des indicatrices des modalités de la gi¢me
variable.

Ng(Q) le nuage partiel des individus induit par la variable Xq:

J=0lq l'ensemble total des modalités et card J =X card Jg=m
q . q
(les ensembles Jq sont disjoints deux a deux).

X =(X1,....Xp) le tableau de dimension n x m juxtaposant les tableaux
Xg-
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Tableau, nuage et centre de gravité :

Le tableau X ne comporte que des O et des 1, c'est un tableau de
contingence particulier. I1 est donc possible de reprendre le formalisme
(profils, métrique du chi-deux,...) défini pour 1'étude d'un tableau de
contingence (cf. chapitre 1). Le tableau des profils des individus est égal
a X/card(Q). Etudier le tableau des profils revient 2 analyser le tableau
X. On représentera un individu i, non par son profil, mais par le vecteur
ligne x; de X : (xje Rm),
Viel,ona ¥ x]=card(Q).
jel

La somme des termes de chaque ligne et donc les fréquences marginales
des lignes sont constantes. Les individus ont donc tous le méme poids
1

Pi= o

L'espace des individus Rm est muni d'une métrique euclidienne diagonale
M quelconque. Les termes diagonaux de M sont : diag M = {q; | jeJ}. Les
coefficients qj s'interprétent comme des pondérations associées aux

modalités xJ intervenant notamment dans le calcul des distances entre les
individus. La plupart du temps M sera la métrique du chi-deux.

Calculons le centre de gravité g = 2 pi xi du nuage des individus
i

N(€)={(xi,pi) /ieI}. Le vecteur g a pour j-#me composante :

. 1 j nj
g_]:H?xi:# =f:i

ou nj et fj sont respectivement l'effectif et la fréquence de la modalité j
dans la population totale.

Expression de l'inertie interclasse B :

A une partition P ayant k classes, on associe une variable qualitative
Y={y¥®=1,...k} ayant k modalités, y¢ est la variable indicatrice de la
classe Pyp.

Le poids de la classe P¢ noté pip a pour expression :

ng
W= X pi=q
xi€ P¢
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ou ny est I'effectif de la classe Pg.

pe s'interpréte comme la fréquence de la classe P¢ dans la population

totale.
Le centre de gravité de la classe Pg est :

Pi
ge= 2 Th
xje P¢

Ce vecteur a pour j-éme composante :

Im j_Me
ng/n xl__ﬁ_z-

]
gp=
xje P?

ol njp est l'effectif de la modalité j dans la classe Pp. La composante gJE est

la fréquence de la modalité j dans la classe Py.

L'inertie interclasse B a pour expression :

k 2 k i iva
B= 3 pedulere)= T I W q(gye)

e=1- =1 je
d'ou
B 5 (b 3 nade?
= £ (3 3 KeaqEe)?)
qe Q 2=1jelq
On adonc:
B= Z Bq
- qeQ

k i i
otBg= X X HR2Qj (gJQ-gJ)2 est l'inertie interclasse de la partition P
=1jelq

relative 2 la variable Xq. Remplagons pe, glet gJQ par leurs valeurs :

2
k ng nil nj k (n.ni¢ - nj.np)?2
Bg= 3 z-,,-qj(—nle— - -,%) =3 3 G 3,
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Si M est la métrique du chi-deux c. 3 d. diag M = (gj= 'f13=%,/je J}, ona:

k 1 (nj¢n - njnp)2
Ba= I 37—
2=1jelq ]

)

ou <1>2 est le phi-deux mesurant la liaison entre les variables qualitatives Y
q P q

et Xg. L'inertie interclasse B a pour expression dans ce cas :
2
B=3 @
q

La méthode proposée, maximisant le critere B, recherche une variable
qualitative "partition” Y la plus liée en moyenne au sens du phi-deux aux
différentes variables Xaq.

Pondération des variables

Le @2 ayant tendance a croitre avec le nombre de modalités, les variables

ayant un grand nombre de modalités jouent un réle important dans la
détermination de la partition P. Si les données comportent des variables
ayant des nombres de modalités trés différents, on pondérera les

variables par un ensemble de coefficients {cq|qe Q) pour équilibrer
leur influence. Procéder ainsi revient a considérer une métrique M dont
les termes diagonaux sont :

. C .
diag M={qj= -f]g /jelq, qeQ}.

Les principaux choix sont :
a) Normalisation des inerties partielles

Les inerties T et B du nuage N(€) ont pour expression dans ce cas :

T=qZCqTq et B=qZCqu

100




La classification automatique

ol Tq est l'inertie du nuage partiel Nq(€2) relatif 2 la variable Xq. La
premiére possibilité consiste a égaliser la contribution de chaque variable
3 l'inertie totale. On choisit les coefficients cq tels que :

Ci T1=C2T2=...=CqTq=1

< 1 . T
d'oll cq = Tg - On montre facilement queTq = mg-1- L'inertie interclasse
a alors pour expression :

Bg
B=Y qurq=2 n:)q-l
q q
Bg/Tq est le pourcentage d'inertie de la variable Xq expliqué par la
partition P relativement a la variable Xg.
b) Coefficients de Tschuprow

Sachant que )
B= E cq Pq

On peut choisir ¢q = 17/ (k-1)(mgq-1) pour g€ Q. L'inertie interclasse B
est alors la somme des coefficients de Tschuprow 1q, termes compris
entre O et 1, mesurant la liaison entre les variables YetXq:

2
Pq

2
B=I J&nmgDd 3§

Remarque :

Les résultats précédents peuvent étre généralisés a un tableau comportant
des groupes de variables de différents types (quantitatifs ou qualitatifs).
Le lecteur désirant approfondir le sujet se reportera a [Ralambondrainy,
1986].
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2.4.4 Les centres mobiles dans SICLA

Les commandes de SICLA relatives a ces méthodes sont MNDQAN pour
l'analyse d'un tableau quantitatif et MNDQAL pour l'analyse d'un
tableau qualitatif. Les paramétres (nombre de classes, initialisation,...)
sont identiques pour les deux commandes sauf en ce qui conceme le choix
des métriques. Dans le cas quantitatif, ce choix se fait 2 I'extérieur de Ia
commande MNDQAN par la commande METRIQ. Par contre pour la
- commande MNDQAL, les choix de la métrique et de la pondération des
variables se font 2 l'intérieur de la commande.

Les résultats des deux commandes MNDQAN et MNDQAL sont

semblables. A lissue de ces commandes, on aura :

- le pourcentage d'inertie expliquée par la partition,

- le tableau des distances entre les centres de gravité des classes,

- I'édition des éléments de la partition triés éventuellement suivant leurs
proximités aux centres de gravité de leur classe,

- les descriptions élémentaires des variables par classe.

De plus la commande MNDQAN édite pour chaque variable, la moyenne
et I'écart-type dans la classe. La commande MNDQAL édite les
fréquences des modalités dans les classes et les diverses contributions
définies au paragraphe 2.10.

2.4.5 Méthodes voisines

La méthode proposée est intéressante car non seulement elle est efficace
pour traiter des données importantes mais encore elle permet d'analyser
des tableaux de variables de types divers. De nombreuses variantes
existent. On peut citer la méthode des transferts [Régnier, 1965], les
algorithmes a seuil o un individu n'est pas affecté A une classe si sa
distance est supérieure a un seuil fixé par l'utilisateur. Par ailleurs les
méthodes de type ISODATA cherchent une partition en affectant les
objets aux centres des classes dont ils sont les plus proches et
recommencent le processus en découpant ou en regroupant les classes 2
l'aide de seuils suivant I'importance de la variance des classes. Tous ces
algorithmes n'entrent pas dans le cadre des Nuées Dynamiques.
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2.5 La classification hiérarchique

2.5.1 Introduction

Les hiérarchies, par la commodité de leur interprétation visuelle
constituent depuis longtemps une forme de classification trés populaire.
Les classifications "naturelles” des animaux et des végétaux sont des
hiérarchies. Fréquemment, l'utilisateur est surtout intéressé par la
détection de classes "bien significatives”, issues de la hiérarchie, l'idéal
étant que ces classes forment une partition obtenue par découpage de la
hiérarchie selon une ligne horizontale bien placée.

Exemple : le découpage (selon la ligne indiquée) de la hiérarchie donné
figure 2.24 définit la partition P = {P1,P2,P3} avec P1={a,c}, P2 =
{b,fd}, P3 = {eg}.

a c b £ d e g

Fig. 2.24 : Découpage d'une hiérarchie
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Nous avons déja donné la définition ensembliste d'une hiérarchie en
2.2.3. Rappelons qu'une hiérarchie H est un ensemble de parties appelées
“paliers” de I'ensemble Q des individus qui contient Q et les singletons et
dont l'intersection de deux parties est soit vide, soit identique 2 l'une
d'entre elles. Il résulte de cette définition que dans une hiérarchie, chaque
palier (non réduit a un singleton) est la réunion d'autres paliers. Par la
suite nous utiliserons souvent la notion de hiérarchie binaire : on appelle
ainsi une hiérarchie dont chaque palier est la réunion de 2 paliers.

Afin de pouvoir visualiser une hiérarchie par un graphique il faut
“valuer” les paliers de la hiérarchie ; autrement dit, leur associer une
hauteur, d'ou la notion de hiérarchie indicée que nous introduisons
d'abord. Nous montrons ensuite que cette hiérarchie indicée est
équivalente a une distance ultramétrique. Nous examinons plusieurs
types d'indices d'agrégation utiles pour la construction d'une hiérarchie
indicée. Nous présentons plusieurs algorithmes permettant de construire
une hiérarchie indicée. On introduit enfin la notion d'arbre de longueur
minimum et on montre son équivalence avec l'ultramétrique induite par
la hiérarchie dite du "saut minimum".

2.5.2 Définition d'une hiérarchie indicée

Une hiérarchie indicée est un couple (H,f) ot H est une hiérarchie et f une
application de H dans R+ telle que :

1) f(h) = 0 si et seulement si h ne contient qu'un seul élément.

2) pourtoutheth'dans H,h C h'eth#h' implique f(h)<f(h")

Cet indice permet de tracer l'arbre hiérarchique associé et de définir un
nouvel indice de dissimilarité & sur Q de la maniére suivante :

8(k,2) = Min (f(h) /k,leh, h e H}
Plus les individus se regroupent bas dans l'arbre, plus ils se ressemblent
au sens de cet indice.
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2.5.3 Indice d'agrégation
entre groupes d'individus

La construction d'une hiérarchie nécessite la connaissance d'une "mesure
de ressemblance” entre groupes (cf. paragraphe 1.7.5). Cette mesure est
appelée "indice d'agrégation”. C'est une application symétrique de
P(Q)xP(Q) dans R+.

Considérons une hiérarchie binaire H et un indice d'agrégation §. Soit f la

fonction telle que f(hj U hj) = o (hj, hj) ou hj, hj € H. Pour les indices
d'agrégation courants, (H,f) est une hiérarchie indicée (cf. figure 2.26).

rnes

Lorsque ce n'est pas le cas (existence d"inversions"), on peut utiliser la
fonction f(hj U hj) = Max ® (hy, hj), f(hi), f(hj)) qui généralise la
premigre et qui garantit que (H.f) est une hiérarchie indicée.

Citons quelques indices d'agrégation parmi les plus classiques.

L'indice d'agrégati'on du lien maximum

d1(h1, hg) = Max d(wj,wj)
wiehi
wjehp

L'indice d'agrégation du lien minimum

S2(h1, h2) = Min d(wi,wj)
wiehi
wjeh2

105




Classification awtomatique des données

Dans le cas euclidien, on utilise souvent I'indice suivant :

Indice de I'augmentation d'inertie

83(h1, h2) =I(h; U hy) - I(hy) - I(hy)

ou I(h) représente l'inertie de h.
On a (cf. paragraphe 1.5.4) :

h
83001, hy) = EEDERA 02Gny), Gt

ou G(h) est le centre de gravité de h et ol p(h) est le poids de h.

Remarquons que si I'on prend simplement la distance entre les deux
centres de gravité (sans la pondération) :

84(h1,h2) = d2(G(h1), G(hz)) et fthy U hy) = 84(hy,h)
(H,f) n'est pas une hiérarchie indicée.
L'indice de l'augmentation d'inertie est 'un des plus utilisés car, & chaque
étape, on optimise le critére d'inertie intraclasse. Cependant, une
partition obtenue en coupant la hiérarchie 4 un niveau donné, sera en

général moins bonne au sens du critére d'inertie intraclasse que celles
fournies par I'algorithme des centres mobiles.

2.54 Construction de hiérarchies indicées

Ayant choisi un indice d'agrégation entre groupes d'individus, on peut
imaginer de nombreux algorithmes pour construire une hiérarchie sur
€2. Les algorithmes de classification descendante hiérarchique consistent
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a découper de maniére itérative la population Q en partition de plus en
plus fines jusqua la partition des singletons. On peyt pag exemple partir
de 1a meilleure partition 2 2 classes de Q : Po= (Py, P5) au sens d'un
crittre W donné dépendant de & ; par exemple si W(P) = 8(P1,P2), il faut
trouver PO qui maximise W parmi les partitions a 2 classes de Q ; on
recommence ensuite le procédé sur chacune des deux classes ainsi
obtenues jusqu'a ce que toutes les classes soient réduites a des singletons.

Nous n'insisterons pas plus dans cet ouvrage sur les algorithmes de
classification descendante hiérarchique car ils sont beaucoup moins
utilisés que les algorithmes ascendants que nous allons décrire
maintenant.

L'algorithme général de la classification
ascendante hiérarchique.

Cet algorithme (dit de la C.A.H) consiste a construire a I'aide de l'indice
d'agrégation & choisi une suite de partitions de moins en moins fines dont

les classes forment la hiérarchie H cherchée. 1l s'énonce de la facon
suivante :

1. Partir de la partition P° dont les classes sont réduites a un élément.

2. Construire une nouvelle partition en réunissant les deux classes de la
partition précédente qui minimisent d.

3. Recommencer le procédé en 2 jusqua ce que toutes les classes soient
réunies en une seule.

Si a I'étape 2 il y a plus d'un couple de classes qui minimise 8, on en choisi
un au hasard ; il n'y a donc pas toujours unicité de la hiérarchie obtenue.
On peut remarquer aussi que la hiérarchie donnée par cet algorithme est
nécessairement binaire.

Pour visualiser cette hiérarchie, il est nécessaire de l'indicer ; nous avons
vu en 2.12.3 que certains indices peuvent faire apparaitre des inversions

mais qu'il est toujours possible de construire a partir de & une hiérarchie

indicée au sens "large" (on peut avoir f(h)=f(h') avec h strictement inclus
dans h"), dans ce cas il est inutile de conserver h dans H c'est pourquoi on
est conduit 2 faire une épuration de tous ces paliers. On obtient ainsi une
hiérarchie indicée mais qui n'est plus nécessairement binaire.
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Algorithme des voisins réciproques

La méthode des voisins réciproques permet d'accélérer
considérablement I'exécution de 1'algorithme de classification ascendante
hi€rarchique et permet méme pour certains indices d'agrégation comme
I'indice d'augmentation d'inertie de ne stocker que la matrice des
données [De Rham, 1980]. Cet algorithme revient & agréger tous les
voisins réciproques & chaque étape de l'algorithme classique de la C.A.-H
au lieu de prendre seulement le couple qui minimise 8. Deux paliers sont

~ voisins réciproques s'ils sont mutuellement plus proches voisins.

Cet algorithme donne le méme résultat que l'algorithme classique de la
C.A H si I'axiome de la médiane ou de la réductibilité [Bruynooghe,
1978] est vérifié. Cet axiome est le suivant :

Pour toutes parties h, k', h" de P(S2) d'intersection vide deux a deux, si
d(h,h’) < min (d(h,h").d(h’,h")) alors min (d(h,h"), d(h',h")) <d(h U
h',h")

En particulier les indices 81, 82, 83 vérifient cet axiome.
Exemple : on considére le tableau de distances suivant ;

Wl w2 w3 w4 w§

wl |0 1 28 42 38
w2 0 26 38 29
w3 0 1.9 22
w4 0 2.3
w5 0

Fig 2.25 : Les données
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{wi,w2] W3 wq ws

{wi,w2) 0 26 38 29
w3 0 1.9 2.2
W4 0 23
w5 0
{wi,w2) {w3, w4} ws
{wi,w2}) 0 26 2.9
{w3,w4]) 0 22
w5 0
(wi,w2) {w3,wg, ws)
{wi1,w2} 0 2.6
{w3,w4,ws) 0
Indice 4
26 | - — —
2.2 o e e e - —
19 b0 - — -y — —
1.0 o — —
W w, W5 wy W,

Fig. 2.26 : Déroulement de 1'algorithme

Par l'algorithme des voisins réciproques on regroupe €n une seule étape

w1 et w ainsi que w3 et wq car ils sont voisins réciproques. On a ainsi
gagner une étape.
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2.5.5 La formule de récurrence
de Lance et Williams

A chaque étape, la CAH nécessite le tableau des indices d'agrégation entre
les classes alors formées. Pour les indices d'agrégation rencontrés, on
montre que I'on peut mettre a jour ce tableau directement sans revenir au
tableau des distances initiales en utilisant une formule de récurrence. Par
exemple, dans le cas du lien minimum, on a

8(A U B,C) =min [§(A,C), 8(B,C)].

[Lance et Williams, 1967] ont généralisé cette formule de récurrence.
Elle s'écrit :

8(A,.B U C)=2a; 8(A,B) + a3 §(A,C) + a3 &(B,C) + a4 16(A,B) - §(A,C)

ot AB,Ce P(Q).

Les valeurs des coefficients pour les principaux indices d'agrégaiion
sont :

lien minimum aj;=a;=1/2 a3=0 ag=-172
lien maximum aj=ay=1/2 a3=0 ag=1/2

augmentation d'inertie
—card(A) + card(B) . __ _card(A) + card(C)

a3 = --‘Ea—’%gﬂ avec T = card(A) + card(B) + card(C) : ag =0

2.5.6 Hiérarchies indicées et ultramétriques

Ce paragraphe est essentiellement consacré A la démonstration d'un
résultat important en classification hiérarchique : I'équivalence entre
hiérarchie indicée et ultramétrique.
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Définition et propriété d'une ultramétrique

Rappelons (cf. 1.7.1) qu'une distance & est dite ultramétrique si
I'inégalité triangulaire est remplacée par l'inégalité ultramétrique :

Vw,w,w'e Q &(w,w")<Max(d(w,w"), 8(w',.w")).

On montre facilement qu'une condition nécessaire et suffisante pour
qu'une distance soit ultramétrique est que tous les triangles soient isoceles
avec la base plus petite que les cotés égaux.

Construction d'une ultramétrique induite
par une hiérarchie indicée

Soit (H,f) une hiérarchie indicée sur . Soit w et w' appartenant a £, on
définit |
o(w,w') = Min {f(h), heH et w, w'e h}

La distance entre deux éléments est l'indice du plus petit palier contenant
ces deux éléments. On montre facilement que & est une distance

ultramétrique. On note ¢ I'application qui a (H,f) associe de cette fagon
I'utramétrique 9. '

Construction d'une hiérarchie indicée induite
par une ultramétrique

Soit & une ultramétrique. On définit sur 2 les relations Ry suivantes :
Vw, w'eQ, wRg W <=>8(w,w") < o ot a est un réel positif.

O étant une ultramétrique, on peut montrer que Ry est une relation
d'équivalence pour tout . On montre que I'ensemble de toutes les classes
d'équivalence des relations Ry forment une hiérarchie sur Q et que I'on
peut l'indicer en associant a chaque palier h son diamétre. On note y
l'application qui a d associe de cette facon la hiérarchie indicée (H,f).
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Equivalence entre hiérarchies indicées et ultramétriques

On montre [Benzécri, 1973], [Diday et al, 1982] que ¢ et y sont des
applications réciproques : ¢=y-1, w=¢-1.

Recherche d'une hiérarchie indicée en terme d'optimisation

Sachant qu'il y a équivalence entre une hiérarchie indicée et une
ultramétrique, il est naturel de se poser le probléme du choix de la

- meilleure hiérarchie sous la forme : "Chercher 8 € U optimisant A(d,5)"
ol d est la dissimilarité choisie, U est I'ensemble des ultramétriques et A

est une mesure de I'adéquation entre d et & ; différentes approches ont été

proposées dans cette direction. Les principales sont les suivantes :
recherche de l'ultramétrique sous-dominante, recherche de
I'ultramétrique sur-dominante, recherche de l'ultramétrique des
moindres carrés.

2.5.7 L'ultramétrique sous-dominante

Etant donné une dissimilarité d, la sous-dominante 84 de d est la bone
supérieure de I'ensemble des ultramétriques inférieures 2 d. Autrement
dit, pour tout wj et wa dans Q :

8d(w1,w2) = Sup{8(w1,w2)/8 € U, § < d}.
Cet indice existe bien car I'ensemble des valeurs 8(wj,w2) est majorée
par d(wi,w2).

On montre que 84 est une ultramétrique. &g étant définie comme une

borne supérieure, elle est unique et appelée l'ultramétrique sous-
dominante. La proposition suivante permet de préciser le probleéme

d'optimisation dont la sous-dominante est solution. Soit A une mesure de
ressemblance entre indices de dissimilatité telle que :
AdB)=[ I (d(wi1,w2)-8(w1,w2))*] Vaaveca > 0
wile
we
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Proposition :

Parmi les ultramétriques inférieures a d, l'ultramétrique la plus proche
de d au sens de A est la sous-dominante.

Autrement dit :
A(d,53) = Min {A(d,8)/8e U, 6<d}
ot U est I'ensemble des ultramétriques définies sur £2.

On peut construire 1'ultramétrique sous-dominante de plusieurs fagons.
On peut montrer que l'algorithme de la classification ascendante
hiérarchique utilisant l'indice d'agrégation du lien minimum détermine
la hiérarchie dont l'ultramétrique induite est 1a sous-dominante. On peut
aussi la construire 2 partir de I'arbre de longueur minimum que nous
allons présenter maintenant.

Définition d'un arbre de longueur minimum

On considére le graphe valué suivant (Q,QxQ) ou les sommets sont les

éléments de Q et les arétes sont tous les couples de Q. La valuation

associée a chaque aréte est la mesure de dissimilarité entre les deux
sommets de cette aréte. Un arbre est un graphe connexe sans cycle. Un

arbre de longueur minimum sur  est un arbre de Q dont la somme des
valuations de ses arétes est minimale.

Algorithme de Prim pour la construction
de I'arbre de longueur minimum

Au départ T et A sont deux ensembles vides :
1ere étape : prendre un élément quelconque de € et le mettre dans T.

22me étape : Trouver wi € T et wj T tels que
S(wi, wj) = Min{8(w,w")/weT,w' ¢T} ;
mettre wj dans T et l'aréte wiwj dans A.

3¢me étape : Recommencer I'étape 2 tant que T est différent de Q.
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Exemple :

Considérons l'ensemble des 7 points du plan de la figure 2.27. En
mesurant la distance euclidienne classique entre ces points, on obtient un
tableau symétrique des distances deux a deux indiqués sur la figure 2.28.
Les résultats obtenus sont indiqués dans les tableaux de la figure 2.29.

7*5

6** »*4

*3
VA " ]

Fig. 2.27 : Les données

1 2 3 4 S 6

21 0.50
3 | 0.40 0.55
4 | 2,51 2.00 2.30

3.00 2.50 2.80 0.41
3.30 2.81 3.20 0.60 0.70

(o) B &)

7 | 4.40 4.00 4.20 450 1.50 1.40

Fig. 2.28 : Les distances

T A

(1,3) 7 %
(1.2)

(2,4) 3
(4.5)

(4.6) 2 1
(6.7)

NO DN AN W =

Fig. 2.29 : Les résultats
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Equivalence entre hiérarchie du lien minimum, arbre de
longueur minimum et ultramétrique sous dominante

En supprimant successivement les arétes les plus grandes de I'arbre de
longueur minimum, on peut montrer que les parties connexes obtenues
constituent la hiérarchie du lien minimum d'oli I'équivalence entre les
trois notions. Remarquons que la distance ultramétrique entre deux

éléments de Q est la longueur de la plus grande aréte de la chaine qui les
relie.

Effet de chaine

On doit noter que l'ultramétrique sous-dominante est sujette a 'effet de
chaine : il suffit qu'il existe entre deux points méme trés €loignés, une
suite de points dont chaque point est trés proche du suivant pour que ces
deux points soient considérés comme trés proches.

2.5.8 Ultramétriques sur-dominantes

On pourrait définir 'ultramétrique sur-dominante de facon analogue :
8s(w1,w2) = Inf{&(w1,w2)/0€u, d 2 d}
Cet indice existe bien car I'ensemble des valeurs d(w1,w2) est minorée

par d(wi,w2). Mais, il se trouve que ds n'est pas forcément une
ultramétrique.

Exemple : Soit l'indice de dissimilarité d suivant

a
0

O o
O -l
QO = O
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Les hiérarchies Hj et H2 induisent deux ultramétriques wj et w.

t f

Fig. 2.30 : 2 hiérarchies sur-dominantes d'un méme ensemble

a b c a b c

a 0 1 2 a 0 2 2

51: b 0 2 H: b 0 1
c 0 c 0

81 et 82 sont des ultramétriques supérieurs a d et leur enveloppe
inférieure est d elle-méme, c'est donc la borne inférieure ds et ce n'est

pas une ultramétrique.
Toutefois, on définit la notion d'ultramétrique sur-dominante de la

maniére suivante :
8 = Min A(d,d)
3>d
deU

A(S,d) = ) 1S (w,w")-d(w,w))l
(w,we QxQ

Cette définition ne donne pas l'unicité.
Notons que les hiérarchies du lien maximum qui fournissent une

ultramétrique sur-dominante sont moins utilisées que celles du lien
minimum et celles utilisant l'inertie que nous allons voir maintenant.
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2.5.9 Hiérarchies basées sur l'inertie

On se place ici dans le cadre de 'optimisation des moindres carrés :

AdS)= I (d(w1,w2)-8(w1,w2))2
wl,w2eQ

[Chandon, Lemaire et Pouget, 1980] ont proposé un algorithme
permettant de donner une solution a ce probléme. Malheureusement cet
algorithme est inapplicable a de grands tableaux de données. La CAH
utilisant l'indice d'agrégation de la moyenne des distances [Sokal et
Michener, 1958]

1
S(hl,h2)=m T d(wi,wj)

wi€ hi
wijeh2

permet d'obtenir une solution approchée a ce probléeme d'optimisation.
Un autre algorithme [Ward, 1963], qui agrége a chaque itération deux
classes de telle sorte que la partition obtenue ait une inertie intraclasse
minimale, est beaucoup plus utilisé. Du fait qu'il repose sur un critere
d'inertie, on l'utilise souvent conjointement avec des analyses factorielles
[Benzécri, 1973]. On doit noter [Perruchet, 1983) que cette méthode a
tendance a fournir des classes sphériques comme l'algorithme des centres
mobiles.

D'autres approches non géométriques ont été étudiées. On doit citer
l'algorithme de la vraisemblance du lien (AVL) [Lerman, 1981]. Il sagit
d'une CAH congu dans un cadre probabiliste. L'indice d'agrégation
proposé mesure 1'écart des données a une hypothése simple d'absence de
lien entre les objets & agréger. Ce cadre probabiliste s'applique ala
plupart des tableaux de données recensés dans ce livre.

2510 Partitions ou hiérarchies ?

Dans ce chapitre, nous avons vu des méthodes de classification de nature
trés différente qui fournissent des partitions ou des hiérarchies. Quand
faut-il utiliser I'une plutdt que l'autre ? Par construction, une hiérarchie
définit une suite de partitions. C'est donc une structure plus riche mais
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plus compliquée qu'une partition. La plupart du temps l'utilisateur ne
retient que quelques partitions d'une hiérarchie. Pourquoi ne pas
rechercher directement une partition ? L'examen de l'arbre hiérarchique
est un moyen de déterminer un nombre de classes raisonnable, probleme
toujours difficile en classification. Pour les méthodes de partitionnement
le nombre de classe doit étre fixé a priori.

- Pour un nombre de classe donné, une hiérarchie fournit une seule
partition ce qui n'est pas le cas pour les méthodes de partitionnement.

- Dans le cas de l'inertie, le critére utilisé par les méthodes de
partitionnement vise 2 trouver directement la meilleure partition. Ce
n'est pas le cas pour les hiérarchies pour lesquelles la partition retenue
est un sous-produit : 1'optimisation est seulement locale, elle se
dégrade au fur et 2 mesure des agrégations. Elle sera en général trés
importante pour de grands tableaux de données.

- De plus, pour ces grands tableaux de données, l'utilisation de méthodes
hiérarchiques est trés difficile aussi bien au niveau de la complexité de
l'algorithme que celle de la lecture de l'arbre.

En fait, pour la classification de trés grands tableaux, il existe une

stratégie répandue et efficace qui utilise conjointement la classification

hiérarchique et les Nuées Dynamiques. Esquissons-la rapidement (se
reporter 3 [Molliére, 1985] pour un exposé plus détaillé) :

- On effectue les Nuées Dynamiques avec un grand nombre de classes
(de l'ordre de la centaine). Cette premiére phase va nous permettre de
travailler sur des données agrégées et ainsi de corriger le caractére
local de la CAH.

- On effectue une CAH sur les centres des classes obtenues a l'étape
précédente en utilisant I'indice de I'augmentation d'inertie.

- L'examen de l'arbre hiérarchique va permettre de déterminer un ou
plusieurs nombres de classes raisonnables.

- On utilise alors les Nuées Dynamiques pour optimiser les partitions
suggérées par la CAH a I'étape précédente.

- Une analyse poussée des partitions retenues pourra se faire a I'aide des
outils d'analyse d'une multi-partition que nous avons présentés au
paragraphe 2.10.

Dans SICLA, 1a commande MNDOPT propose une version automatisée
de cette stratégie.
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25.11 Les hiérarchies dans SICLA

Les méthodes hiérarchiques les plus courantes, correspondant aux
indices du lien minimum, maximum et de l'augmentation de l'inertie,
sont accessibles dans SICLA par les commandes SAUT et WARD. La
commande SAUT (lien minimum et maximum) nécessite en entrée un
tableau de distances. Les commandes CRDIQN et CRDIQL permettent de
créer différents types de tableaux de distances a partir d'un tableau
individus # variables. La commande WARD (augmentation de I'inertie)
nécessite en entrée un tableau individu * variables, 1a métrique utilisée est
la métrique euclidienne usuelle. Le choix d'autres métriques peut étre
fait par la commande METRIQ. A lissue des commandes SAUT et
WARD, une description succincte et une édition de l'arbre hiérachique se
font par la commande EDHIAR.

2.6 Les pyramides

2.6.1 Introduction

Les pyramides constituent une extension naturelle des hiérarchies aussi
bien au plan théorique que pratique. En effet, 1a définition mathématique
des pyramides (voir paragraphe 2.2.2) est satisfaite par les hiérarchies, il
en résulte qu'une hiérarchie est un cas particulier de pyramide, mais a
l'inverse, une pyramide n'est pas forcément une hiérarchie. Au plan
pratique, comme nous I'avons vu en 2.2.2, les pyramides autorisent une
représentation visuelle des données sous forme de classes qui peuvent
atre d'intersection non vide sans étre nécessairement emboitées,
contrairement aux hiérarchies. Elle induisent une dissimilarité plus
proche des données initiales qu'une ultramétrique. Le lecteur intéressé
par les pyramides trouvera plus de détails dans [Diday 1986 et Bertrand,

1986).
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2.6.2 Des ultramétriques aux dissimilarités
pyramidales

On sait qu'une hiérarchie indicée induit une ultramétrique et qu'une
propriété caractéristique d'une telle dissimilarité est de rendre tous les
triangles isocéles avec la base plus petite que les cotés. On peut démontrer
de plus que l'on peut associer a toute ultramétrique un ordre (non
unique) sur les individus tel que la matrice de dissimilarité qui lui est
associée soit "Robinson” (c'est-a-dire les valeurs de la matrice croissent
suivant les lignes et les colonnes 2 partir de la diagonale). Ceci revient a
dire que tout triplet wj, wj, wx ordonné selon cet ordre o, satisfait aux
inégalités
S(wi,wk) = Max {(8(wi,wj), d(w;j,wk)}.

On dit alors que l'ordre o est “"compatible” avec & ; ces inégalités
signifient que plus des individus sont éloignés selon l'ordre o, plus ils le
sont selon 8. On peut démontrer qu'un ordre compatible avec une
ultramétrique est sans “croisement"” pour la hiérarchie associée a cette
ultramétrique. (on dit que o est sans croisement pour une hiérarchie si
tout palier de cette hiérarchie forme un intervalle de o). Dans la figure
2.31 on visualise la méme hiérarchie indicée munie d'un ordre avec ou
sans croisement.

4 4
3 3
e — — - — s —
2l - 20
1 1
] et el s SRS s L
- > >
w w
Wl 2 3 H4 ws Hl 3 WZ Hq Ws
H H
1 2

Fig. 2.31 : Hiérarchie indicée munie d'un
ordre (a) sans croisement, (b) avec croisement.
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11 résulte de cette propriété que les algorithmes de CAH qui visualisent
les hiérarchies indicées utilisent un ordre sur les singletons, sans
croisement, et donc compatible avec l'utramétrique induite par la

hiérarchie. Si 8 est 'ultramétrique associée a la hiérarchie indicée et o] et
0> les deux ordres sur Q de la figure 2.31, alors les matrices de
dissimilarité associées a & suivant l'ordre 01 ou 02 sont :

TW1 W2 W3 W4 WS |
0 2 4 4 4 w]
0 4 4 4 w2
M(,01) = 0 3 3 w3
0o 1 w4
_ 0 w5
TwW] W3 W2 W4 W5
0 4 2 4 4 W]
0O 4 3 3 w
M(&OZ) = 0 4 4 W;
0 1 w4
L 0 - w5

Fig. 2.32 : Marrices de dissimilarités
M(8,01) est une matrice de Robinson, M(8,02) ne l'est pas.

On vérifie facilement que l'ordre o] est compatible avec d alors que
l'ordre 03 ne 1'est pas puisque

2 = §(w1,w2) < d(wi,w3) =4

Si l'on considére 'ensemble des indices de dissimilarité qui ne rendent
pas nécessairement tous les triangles isoceles mais pour lesquels il existe
un ordre compatible, on obtient un ensemble plus vaste que les
ultramétriques. Ces dissimilarités sont dites "pyramidales" car elles
permettent de construire des pyramides telles qu'elles ont été définies en
2.2.2.
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2.6.3 Quelques propriétés des pyramides

L'ensemble des propriétés qui ont abouti a la construction des pyramides
est défini dans la figure 2.33.

—_'——L—I (a)

1 >
Biérarchies Ultramétriques
indicées ordonnées [€—P ordonnées
(H, f, 0) (s.0)
Robinson
M(s, O)
Pyramides Dissimilarités
indicées ordonnées [4 ®loyramidales ordonnées
(P ) (s,0)
(b)
4’

Fig. 2.33 : Liens entre hiérarchies et pyramides
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Il y a équivalence entre les dendogrammes de type (a) et les hiérarchies
indicées ordonnées (c'est-a-dire auquelles on a associ¢ un ordre
compatible) qui sont elles-mémes en bijection avec les ultramétriques
ordonnées (c'est-2-dire auxquelles on a associé un ordre compatible).
L'ensemble des couples (s,0) ol s est une dissimilarité pyramidale et o un
ordre compatible avec s est en bijection avec l'ensemble des matrices de
Robinson. On peut démontrer que les dissimilarités pyramidales
auxquelles on associe un ordre sont en bijection avec les dendogrammes
de type (b). Sur la figure 2.34, on donne un exemple de pyramide
tronquée.

s
A
eyl
[/ (U I
e
‘ A )

i
|’l’;! r
[
ot ““u. e, -

LA AT

DR AL A ¢
ot )
' il - », s

Fig. 2.34 : Une pyramide tronquée

2.6.4 Construction d'une pyramide

On peut démontrer a partir de la définition des pyramides, que les
prédécesseurs d'un palier d'une pyramide (c'est-a-dire les paliers de plus
petite taille qui le contiennent) sont au maximum au nombre de deux.
Remarquons que dans le cas d'une hiérarchie, chaque palier n'a qu'un
seul prédécesseur. L'algorithme de classification ascendante pyramidale
s'inspire de celui des hiérarchies : a chaque étape on agrége les deux
groupes les plus proches qui n'ont pas encore été agrégés deux fois. A
cela, il faut ajouter quelques conditions simples qui permettent d'éviter
l'apparition de croisement. Comme dans le cas des hiérarchies, on peut
utiliser une formule de Lance et Williams adaptée aux pyramides et
obtenir une pyramide du saut minimum, du saut maximum, d'inertie
minimum etc... Avec certains indices d'agrégation, on peut aussi utiliser
un algorithme de type voisins réciproques.
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2.6.5 Hiérarchies et pyramides

Une hiérarchie ou une pyramide est saturée si le nombre de ses paliers est
maximum (voir figure 2.34).

a b c d e a b c d e

Hiérarchie non saturée Hiérarchie saturée

\

Pyramide non saturée Pyramide saturee

Fig. 2.35 : Hiérarchie et pyramides

Il résulte de cette définition que le nombre de paliers d'une pyramide
saturée est égal au nombre de distances différentes et donc au maximum a

n(n-1) r;—l si n est le nombre d'individus. Il n'est que de n-1 dans le cas d'une

hiérarchie saturée. Bien que le nombre important de paliers d'une
pyramide puisse étre parfois intéressant car il fait apparaitre des zones de
densité faisant nettement ressortir des classes et l'existence de
recouvrement (voir figure 2.34) on peut étre aussi parfois intéressé a
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réduire ce nombre afin de diminuer par exemple la place mémoire et le
temps de calcul et de faciliter l'interprétation. Deux procédés de
réduction peuvent étre utilisés :

a) la "pyramidisation” d'une hiérarchie qui consiste a partir d'une
hiérarchie indicée 2 unir deux paliers pour former un nouveau palier
chaque fois que sa hauteur est inférieure au plus bas palier qui le contient
(voir figure 2.35).

R

3

Fig. 2.36 : Pyramidisation d'une hiérarchie

b) la "hiérarchisation" d'une pyramide qui consiste a utiliser l'indice
pyramidal associé a cette pyramide pour créer des triangles isoceles qui
rapprochent la pyramide d'une hiérarchie. Le nombre de triangles
isoceles créés dépend du taux de saturation de la pyramide désir€ par
l'utilisateur. L'algorithme de hiérarchisation commence bien sidr par
rendre isocéles les triangles dont les plus grands cotés sont les plus
proches. Remarquons que dans le cas a) on diminue le nombre d'ordres
compatibles avec la structure de classification alors que dans le cas b) on
'augmente. Par exemple passer d'une hiérarchie saturée a une pyramide

saturée réduit le nombre d'ordres de 2n-1 & un.

2.6.6 Les Pyramides dans SICLA

Une version expérimentale [Bertrand, 1986] est disponible sous SICLA.
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3.1 Introduction

Les méthodes d'analyse factorielle constituent un domaine important de
l'analyse des données et relevent de l'analyse linéaire. Elles sont diverses
de part leurs différents domaines d'applications, mais leurs arriéres-
plans mathématiques sont trés proches. Dans ce chapitre nous
présenterons les méthodes suivantes :

- L'analyse en composantes principales (ACP) méthode descriptive dont
le but est de représenter un tableau de données quantitatives. L'exposé
de cette méthode nous permettra de présenter les idées de base et les
principaux outils de I'analyse factorielle.

- L'analyse factorielle d'un tableau de distances (AFTD) dont le but est
d'obtenir une représentation de points a partir de la connaissance de
leurs distances.

- L'analyse factorielle des correspondances (AFC) dont le but est
d'étudier les liens existant entre les lignes et les colonnes d'un tableau
de données. Dans cette analyse, les lignes et les colonnes jouent un role
symétrique. Cette caractéristique délimite les champs d'application de
I'AFC : tableaux de contingence, de fréquences, de notes et plus
généralement d'intensités, tableaux binaires...

- L'analyse factorielle des correspondances multiples (AFCM) qui est
une généralisation de I'analyse des correspondances pour 1'étude des
questionnaires. L'exposé de cette méthode nous fournira l'occasion de
présenter l'analyse canonique. Cette technique est d'un grand intérét
théorique car la plupart des méthodes factorielles peuvent sy
ramener. Par contre, elle est trés peu utilisée du fait de la difficulté
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d'interprétation de ses résultats. Il s'agit d'une technique de prévision
dont le but est 'étude des relations entre deux groupes de variables.
Aprés une description rapide de l'analyse canonique, nous
présenterons l'analyse des correspondances comme une analyse
canonique particuliére ce qui nous permettra d'introduire simplement
I'analyse des correspondances multiples.

3.2 L'analyse en composantes
principales (ACP)

3.2.1 Domaine d'application

L'ACP permet d'analyser tout tableau de données statistiques X(n.p)
(n lignes, p colonnes) représentant n individus décrits par p variables
quantitatives. Son domaine d'application est donc trés vaste. Ainsi si
l'ensemble des individus doit étre homogene (ensemble d'entreprises ou
ensemble de personnes par exemple), I'ensemble des variables peut €tre
hétérogene (chiffre d'affaire, nombre d'employés pour une entreprise
ou taille, poids d'un individu par exemple).

3.2.2 But et cadre de I'ACP

Nuages de points associés au tableau des données

Soit X = {xji . i=1, n ; j=1, p} le tableau des données. L'individu i est

décrit par le vecteur de RP xj = (xji, j =1, p). De plus, chaque individu i
n

est muni d'un poids pi: Vi=1,n p;>0et ‘El pi =1 (en général, ona
1=

pi=rl-l ,pouri=1,n).
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La variable j est décrite par le vecteur de R":x= (x{ ,i=1, n).

Au tableau des données X sont donc associés deux nuages de points

- Le nuage de points pesants N(I) = {(xi, pi), i=1, n} C RP dit nuage des
individus.

- Le nuage N(J) = {xJ, j=1,p} < R"ditnuage des variables.

Avant de préciser le but de 'ACP, nous présentons maintenant les
notions qu'elle utilise et quelques résultats préliminaires.

Centre de gravité du nuage N({)

C'est un vecteur de RP que 1'on notera g qui s'écrit :

.on
g=@= 2 pixi=1p

Dans la suite, on supposera pour simplifier les calculs que g=0. On peut
toujours se ramener a ce cas en centrant les p variables.

Matriciellement, I'égalité g = 0 s'écrit :
XDpl=0

ot tX est la matrice transposée de X

Pl 0

etavec 1= ,Dp = . matrice des poids des individus.

1
1
1 .

1 0 Pn

Afin de définir des distances entre individus et des distances entre

variables, on munit les espaces RP et R™ de métriques euclidiennes (c'est-
a-dire associées 2 des matrices symétriques définies positives).
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Métrique Dp sur 'espace des variables R”

La métrique dont on munit R™ est la métrique Dp dite métrique des
poids. Le choix de cette métrique est naturel, en effet :

. . . . n i i' P .
<xl, )U'>Dp = Dpx)' = .21 pi xJi xJi = cov(xJ,xJ) car les variables sont
1=

centrées. De maniére analogue :

. n j .
lejllD2 =txiDpxi= ¥ pi ()2 = var(x).
P i=1

Métrique M sur V'espace des individus RP

Le choix de la matrice M dépend des caractéristiques des données.
Rappelons que les plus usuelles sont la matrice identité et la matrice
diagonale D 2, dont le terme général de la diagonale est I'inverse de la

variance des variables.

Nous reviendrons sur ce choix important au paragraphe 3.2.10.

Matrice variance du nuage N(I)

Le terme général de la matrice variance V(p p) du nuage N(I) s'écrit :

: : n i i . -
Vij=lp cov(d,x)= % pi X x} = txi Dp xJ'
1=

Matriciellement, on a donc :

n
V='21pi xjtxj dou V=1XDpX
1=
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3.2.3 Inerties

On rappelie que l'inertie du nuage N(I) C RP muni de la métrique M,
par rapport 2 un point a de RP s'écrit :

n 2 n
=32 pi 0M (xi2)= % Pi Y(xi-a) M(xi-a).

L'inertie par rapport au centre de gravité 0 de N(I) s'écrit :

n 2 n
lo= % pi Ixilv= 3 Pi xi M ;.

D'apres le théoréme de Huygens, l'inertie de N(I) par rapport a son
centre de gravité est minimum. Cette quantité est désignée comme
l'inertie totale du nuage N(I). On notera désormais Ip = IT.

Inertie par rapport a un sous-espace affin

Soit E] un sous-espace vectoriel de E = RP, considérons la

décomposition en somme directe de E : E = E1 ® E';' , E';' étant le sous-

espace vectoriel orthogonal a E1 pour la métrique M.

1 , ..
V x;e E,onaxj=a;+pi,ai € Ep, Bie Ey ; cette décomposition

étant unique.

Soient Fj et F‘lL les sous-espaces affins associés a Ej et EJl' passant par

un point a de E, dont la décomposition suivant EjetE7 sécnt:

a=a)+az,aj€ Ej,a2€ E'%.
On appelle inertie du nuage N(I) par rapport a F la quantité :

n o2 n o2
I = ZPi oM (Bi,a2)= 3 pi du (i F1)
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De méme on définit I'inertie N(I) par rapport a F'lL
n 2 n 2 |
IF] = ZPi dv (@,a)= 3 pi dy (i F7)

Par le théoréme de Pythagore,on a:
2 2 2
dm(xi, a) = dM (@i, a1) + dm (Bi,a2)
puisque (i - a1) € Ej est orthogonal a (B - a2) € E‘;‘ . On peut donc en
déduire I; = I}rl + Ip’% . En particulier,sia=0,ona:It= IEI+IE'§ .
Par le théoréme de Huygens, on a :

Vae RP Ip =Ig; + (ﬁl (a2, 0)

Autrement dit, le sous-espace affin associé 2 E] minimisant I est celui
qui contient le centre de gravité de N(I).

Remargque :

Les relations précédentes permettent de voir que IEJI' peut aussi
s'interpréter comme l'inertie de la projection du nuage N(I) sur E;. On

désignera IE';‘ comme l'inertie portée par Ej.

But de I'ACP

Le but de I'analyse en composantes principales est d'obtenir une
représentation du nuage N(I) de RP dans un espace de dimension réduite
de telle maniere que l'inertie portée par cet espace soit la plus grande

possible.

La principale opération de I'ACP est de déterminer les axes principaux
d'inertie du nuage autour de son centre de gravité. Ce sont les axes qui
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prennent le mieux en compte la dispersion du nuage au sens de la
distance dm définie sur RP. Ces axes principaux d'inertie appelés axes
factoriels permettent de représenter les points du nuage sur des espaces
de dimension réduite. Par exemple, on obtiendra une représentation
plane du nuage en projetant orthogonalement au sens de la
métrique M tous les points sur le plan principal d'inertie, c'est-a-dire
sur l'espace de dimension 2 qui porte le plus d'inertie.

3.2.4 Formulation du probléme de I'ACP

Mathématiquement, le probléme s'énonce ainsi : Trouver le sous-espace
affin Ex de dimension k (k<p) tel que l'inertie du nuage N() par rapport
aEg:

n 2 . . .
Ig, = .21 pi dM (xi, Ex) soit minimum.
1=

Ex est l'espace tel que l'inertie IEJ}; du nuage projeté sur Ex soit

maximum. D'aprés le théoréme de Huygens, Ex contient nécessairement
le centre de gravité 0 du nuage.

Nous donnons maintenant deux théorémes qui vont permettre de traiter
le probléme en plusieurs étapes.

Théoréme d'inclusion :

Si Ey.] est un sous-espace vectoriel optimal de dimension k-1, alors la
recherche d'un sous-espace vectoriel optimal de dimension k peut se
faire parmi l'ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension k

contenant Eg.].

Démonstration :

Soit Fi un sous-espace vectoriel de dimension k et H = Fx + El'('j 1

FkﬁE;j , ne peut étre réduit au vecteur nul, sinon on aurait
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H= Fk®Ek'_L1 et dim (H) = k + (p-(k-1)) = p+1 ce qui est absurde puisque

H C RP. I existe donc v#0 € Fx N ﬁ"Ll Soit Av l'axe engendré par v.

Soit G l'espace supplémentaire M-orthogonal 4 Av dans Fk :

Fy =G ® Av et soit Ex = Ex-1 © Av. Ona If = Ig +1a, car G est
orthogonal a Av et Ig, = Ig;, + Ia, car Ex-1 est orthogonal a Ay, mais
par hypothése Ex-1 est optimal, donc Ig | < Ig d'ou I, <IF.

On peut donc restreindre la recherche d'un sous-espace optimal aux
sous-espaces contenant Ex.1. -

Théoréme :

La recherche d'un sous-espace vectoriel E de dimension k contenant un
sous-espace vectoriel F de dimension k-1 minimisant IE est équivalentc a

la recherche d'un axe Av, M-orthogonal a F et minimisant 14,

Démonstration :

Quel que soit I'espace E contenant F, on a une décomposition E=F © Av
avec Av L F donc Ig = I + Iay. IF étant constant, minimiser Ig revient
a minimiser Iay. -

A partir de ces théorémes, on raméne donc le probleme de 'ACP au
probléme suivant :

1) Rechercher un axe E1 = Auj 3 inertie minimum, uj étant le vecteur
unitaire engendrant Ej.

2) Rechercher un axe Aup, M-orthogonal & Auj et & inertie minimum.
Soit E2 = Auj @ Aup, E3 est un sous-espace optimal de dimension 2.

3) Rechercher un axe Auk, M-orthogonal a Ex.1 & inertie minimum. Soit
Ey = Ex.1®Auk. E est alors une solution du probléme.
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On a Ex = Auj © Au2 ©...® Aug. Les axes Auj, Auy, ... sont appelés les
axes factoriels. .
Remarque :

On a du méme coup obtenu toutes les solutions pour h <k.

3.2.5 Résolution du probléme

Résultats préliminaires

Expression de l'inertie totale IT

n
Ir= 3 pi ™ Mx;

Notons tr(A) la trace d'une matrice A, comme I'expression xj M xj est
un réel, on a : tx; M xj = tr(*xj M xj) = tr(xj x; M) car tr(AB) = tr(BA),
d'ou :
n
IT= tr((_‘z1 Pi Xi'xi)M)
1=

Onadonc:
IT=tr VM

Expression de l'inertie portée par un axe

Soit Au I'axe engendré par le vecteur unitaireu: onaVvxje E,xj=0o; +
Bi, avec oj € AuetBje Aul ,or o s'écrit 0 = aj u, ai€ R. Donc

n 2
Iaw L = % pi dg(0i, 0)

0; est la projection orthogonale de x; sur Au, donc aj = <uxi>='u M x{
et

d2(0;,0) = Hajull2 = ai2 =ty M x; txj Mu

n
dol Ipy L =M [_21 pi Xi'xi] Mu
1=
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soit
IauL =tuwMVMu

On en déduit que oy =tr (VM) -tuM V Mu

Etude de VM

Rappelons tout d'abord que M est symétrique définie positive et que V
est symétrique positive. Par ailleurs, VM est M symétrique :
{(VM)M = M(VM). On en déduit les propri€tés suivantes :

Les valeurs propres de VM sont réelles, positives ou nulles. Il existe une
base M-orthonormée de E = RP constituée de vecteurs propres de VM.

Détermination des axes factoriels

On commence par chercher le premier axe factoriel Auj. Le probléme
s'écrit maintenant :
Maximiser tuMVMu sous la contrainte tu Mu = 1.

Munissons E de la base M-orthonomée constituée des vecteurs propres
e1,....ep de VM associés aux valeurs propres A1, A2,...,Ap les valeurs

propres étant rangées par ordre décroissant (A1 2 A22.2Ap20).
Dans cette base, le vecteur uj cherché s'écrit :

p P 2
ui= 3 0j.€; avec ¥ aj=1
=1 =1

etona:
P P P P, .
tu; MVMu; =<VM('21 Qj €j), "Zlaj ej>=< ‘21 Aj ajej, _'Zlaj ej>
)= J= J= J=

p
dot WwiMVMu; = .21 Aj 01-2.
J:

. .. P 2 ) p 2
On doit donc maximiser .2‘_1 kj 0 sous la contrainte _}:1 o =1.
= J=
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Or El Aj 03-25 Al _{l ajz = A1 . I suffit donc de prendre a1=1 et a;=0
)= =1

pour j>1. Finalement :

uj est le vecteur propre de VM associé a la plus grande valeur propre
Al. '

A1 =Iay; L représente l'inertie du nuage N(I) projeté sur le premier

axe factoriel Auj.

_—tr(VlM) est la part d'inertie du nuage porté par le premier axe factoriel.

Le deuxieme axe factoriel Au est engendré par le vecteur u2 solution du
probleme :

Maximiser luZMVMu2 sous les contraintes : tupMuj = 1 et uaMuj =0.

. . p p 2
Partant de 1'écriture u2 = .21 Qj ej avec '21 a j =] dans la base des
)= i

vecteurs propres de VM, on montre de maniére analogue a l'étape
précédente que u est le vecteur propre de VM associé a la 2¢me plus
grande valeur propre A2 qui est l'inertie porté par 'axe Au2.

A+A2

tr(VM)
factoriel engendré par (ui, ul).

est la part d'inertie du nuage N(I) porté par le premier plan

La recherche du kitme axe factoriel Au engendré par uk se méne de
maniére analogue.

uk est le vecteur propre unitaire de VM associé a la ki¢éme plus grande
valeur propre Ax qui est l'inertie portée par l'axe uk.
Ap+...+Ak
tr(VM)
factoriel Ex de dimension k, avec :
Ex = Au; ® Auz © ... © Auk

est la part d'inertie du nuage N(I) portée par l'espace
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3.2.6 Facteurs associés aux axes factoriels

A tout vecteur unitaire u de E = RP est canoniquement associé la forme
linéaire b sur RP définie par l'opérateur de projection sur I'axe Au. On a

donc b(x) = 'x Mu que I'on notera !x.b en identifiant le vecteur Mu a la
forme linéaire b.

txMu =tx b = b(x).

Ainsi aux axes factoriels de vecteurs unitaires uj, u2, ..., ur (r étant le
rang de X) sont associées les formes linéaires by, b, ..., br appelées
facteurs de I'analyse en composantes principales.

1l est facile de voir que le premier facteur bj est vecteur propre de MV
associé a la valeur propre A1, que le deuxieme facteur b est vecteur
propre de MV associé & la valeur propre A2, etc.

Les facteurs caractérisent les axes factoriels aussi bien que les vecteurs
ui, ..., Ur. Ainsi, on montre de maniére immédiate que la recherche du
premier axe factoriel qui est de maximiser tuMVMu sous la contrainte
tuMu = 1 revient 2 la recherche de la forme linéaire b = Mu qui
maximise 'bVb sous la contrainte tb M-1b =1 ; b; = Mu est la solution
de ce probleme. Plus généralement la recherche du ki¢me axe factoriel

Auy revient a rechercher la forme linéaire b = Mu qui maximise ®bVb

sous les contraintes tb M-1b =1 et tbgM-1b = 0 pour £ =1, k-1 ; bx = Muk
est solution de ce probléme.

3.2.7 Composantes principales

Pour tout i=1,n la projection de x; sur le premier axe factoriel Auj
s'écrit :

i i
Cj U] avec ¢y = <Xj,u1>= x;Muj = b
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Le vecteur ¢ = (cll, i=1, n) de R™ s'appelle la premiére composante

principale et s'écrit : €] =X Muj = X bi.

On définit de maniére analogue les autres composantes principales. On
notera ci la kiéme composante principale.

Propriétés des composantes principales
Proposition 1 :

Les composantes principales ck sont centrées, de variance A et non
corrélées deux a deux .

Démonstration :
La moyenne de la ki¢me composante ci s'écrit :

n

i n n
_21 Pi = izl pi tuk Mx; = tux M( ,21 pixi)=0
= 1=

Calculons la covariance de ¢k et Ck'

cov (ck.ck) =tck Dpck' = bk X Dp X by = tbx Vb =tux MV Mug
cov (Ck,Ck') = Ak <uk,Uk'>.
D'oit cov(ck, ck) =0sik#k' eton obtient var(ck)=Ak. -

Proposition 2 :

Les composantes principales ck sont vecteurs propres de XM'XDp
associées aux valeurs propres A.

Démonstration :

De MV bx = Ak bk on tire XMV bk = Ax X bx ce qui implique
XMIXDpX bk = Ak X bk d'otl le résultat puisque ck = X bk. -
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3.2.8 Représentation des individus

La projection du nuage N(I) dans le sous-espace factoriel, de dimension
k, Ex en donne une image approximative. La qualité globale de cette
représentation est mesurée par le pourcentage d'inertie pris en compte
par Ex :

A+ 4+

—_tr(VM) x 100.

Il est important de pouvoir juger de la qualité de représentation de
chaque point x; sur les axes factoriels. Les vecteurs unitaires uy,...,up des

axes factoriels constituent une base M-orthonormée de RPetona:

P i i, , ‘s ..
Xj = kzl Ck Uk, Ck = (.i=1,n) étant la kieme composante principale.

Ak
1

Mo

k

s 2 P i n 2 p n i
D'ob lixilly = szc‘l‘)z et Ir= 3 pilkily= 3 5 pi(ck)? =
= 1= =]l1=

On en déduit les indices de qualité de représentation d'un point x; :

i
(ck)?
est la contribution relative du ki€éme axe factoriel a l'inertie de x; :
lixilm

c'est la part d'inertie de x; prise en compte par cet axe.

Cette quantité est le cosinus carré de I'angle 6;( formé par x; et uk.

k i
QZ(C 2)2
=1 k i
De plus, TI_IT = ¥ cos2 912 est la contribution relative de 'espace
IXillM  2=1

factoriel Ex engendré par les k premiers axes factoriels a I'inertie de x;.
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pi(c}i<)2
Ak

kitme axe Clest la part d'inertie de cet axe prise en compte ("expliquée")
par le point x;j.

Par ailleurs, est la contribution relative de xi 2 l'inertie du

3.2.9 Représentation des variables

A chaque vecteur propre unitaire uk de VM correspond une composante
principale cx € R™ : ¢k = (c:k tux Mx;, i=1,n).

R" étant muni de 1a métrique Dp, On a vu au paragraphe 3.2.7 que les p

composantes principales {5—, k=1,p} forment un systéme
\/x d

Dp-orthonormé de RP. (si X est de rang r<p, on se restreint aux r
composantes principales associées aux valeurs propres non nulles ; on
suppose ici que r=p).

On peut donc représenter les variables xj dans la base constituée par les

vecteurs { \/K , k=1,p} qui est une base Dp-orthonormée du support du
nuage formé par les p points (x1, x2, ..., xP) de R,

La ki¢me coordonnée de xj dans cette base s'écrit :

\/lkDpr etona Il = éx(d}()z’

k . . : ..
d; est la covariance entre la variable xj et la composante principale

normée —— —k
VA
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La qualité de représentation d'une variable xj sur I'axe engendré par —

\/}»k
se mesure, comme pour les individus, par le cosinus carré de I'angle
formé par xJ et ¢k :

k
(dj)?

- est le carré du coefficient de corrélation entre xJ et ck.
”JU"DP

De méme, la qualité de représentation d'une variable xj sur l'espace
engendré par les k premiéres composantes principales normées

Ci Ck
(V-;:l—, ‘\/}\k ) sera mesurée par:

(d)?
Y — qui est le carré du coefficient de corrélation mnltiple de xJ
avec (c1,€2,...,Ck) : une variable sera d'autant mieux représentée que
cette quantité sera proche de un.

Par ailleurs, dans le cas trés général ou la métrique M est diagonale et si

on note Mj le terme diagonal générique de M, on montre [Cazes, 1985]
que l'inertie totale peut s'écrire :

P P P
IT= kgl jgle(d;()Z avec jg'l Mj(d;()2 = Ak

k
Mi(d;j)?

Le rapport _l_ est alors la contribution relative de la variable xJj a
k

l'inertie portée par le kitme axe factoriel.

3.2.10 Choix de la métrique M

L'analyse en composantes principales impose au départ la définition
d'une métrique euclidienne M sur RP. Le choix de cette métrique est trés
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important car il influe beaucoup sur les résultats de I'analyse. On a vu
que les deux métriques les plus usitées sont les suivantes :

- M =1; : cette métrique s'emploie lorsque les variables sont mesurées
dans des unités identiques et ont des variances de méme ordre.

La matrice & diagonaliser VM = VIp = V est alors la matrice de
variance-covariance des variables.

-M=D, /o2 : cette matrice s'emploie lorsque les variables sont mesurées

dans des unités différentes et plus généralement lorsqu'elles ont des
variances notablement différentes.

L'emploi de cette métrique revient a analyser le nuage centré réduit avec
la métrique Ip. Le choix de cette métrique rend les résultats de I'analyse
indépendants des unités de mesure choisies pour les variables. Par
ailleurs, il permet de réduire considérablement l'effet taille de I'analyse
en composantes principales sur les variables.

3.2.11 Les éléments illustratifs

Dans toute analyse factorielle, il est possible de projeter dans le systéme
d'axes trouvé des individus ou des variables n'ayant pas participé a
I'analyse. On parlera d'éléments illustratifs ou supplémentaires. Les
formules de projection de ces points sur un axe factoriel sont les
suivantes :

Pour un individu illustratif xg, I'abscisse de sa projection sur le ki¢me axe
Auk est txg Mug = txg bk.

Pour une variable illustrative xS, 'abscisse de sa projection sur le kie¢me

c
axe Acg est t(x$) Dp :/-;—
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Remarque : A propos du centrage des éléments illustratifs.

Rappelons que I'analyse factorielle s'effectue aprés le centrage en
colonne du tableau initial. Ajouter une variable illustrative revient a
considérer une colonne supplémentaire que 1'on centre indépendamment
des autres colonnes. Ajouter un individu illustratif revient 4 considérer
une ligne supplémentaire. Dans ce cas, on ne recalcule pas le centre de
gravité du nuage ; cela revient i considérer que l'individu illustratif 3 un
poids nul.

La possibilité de représenter des €éléments illustratifs revét une grande
importance pratique et s'utilise dans les cas suivants :

- Représentation d'individus dont la fiabilité des mesures est suspecte.

- Représentation d'individus prenant des valeurs aberrantes et qui, s'ils
sont actifs dans I'analyse, conduisent a des représentations factorielles
trompeuses car ne se faisant pas suivant les directions principa]es
d'allongement du nuage de points et ne traduxsant que la position
aberrante de ces quelques points.

- Représentation d'un groupe d'individus ou de variables par son centre
de gravité. Par exemple, on représentera en individus illustratifs le
centre de gravité des hommes et celui des femmes afin d'examiner la
position de la variable illustrative sexe vis-a-vis des axes factoriels.

- Représentation d'individus ou de variables de nature différente de ceux
analysés. Par exemple, les variables actives étant les notes obtenues
dans différentes disciplines scolaires par des éléves, on considérera
comme variables illustratives leurs résultats a des tests
psychologiques. De méme, si les individus actifs sont des personnes
atteintes de maladie, on pourra représenter en éléments illustratifs un
groupe témoin constitué de personnes bien portantes.

- Représentation de variables a expliquer, les variables explicatives étant

actives ; I'intérét est ici d'effectuer une régression sur variables non
correlees entre elles, 2 savoir les composantes principales.
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- Représentation d'éléments nouveaux.

Les éléments supplémentaires n'ayant pas participé a la constitution des
axes factoriels, leur situation vis-a-vis de ces axes est trés significative.
Ainsi, si une variable illustrative est trés corrélée avec une composante
principale cela a une valeur démonstrative.
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4.1 Une méthode de segmentation
non paramétrique

4.1.1 Introduction

Par segmentation, on désigne les méthodes de discrimination qui
construisent des arbres de décision binaires. A titre illustratif, voici
un exemple fictif d'arbre de décision. On dispose d'un échantillon de 200
patients, 100 bien-portants et 100 atteints d'une maladie donnée, décrits
par un certain nombre de caractéristiques médicales. Voici un arbre de

décision
(Bien-portants 103)
tiglgdes 10
Température Température
< i/\ ), 37.5

Bien-portants 97 Bien-portants 3

Halades 38 Halades 62
gorge non . gorge

irritée irritée

Bien-portants 91 Bien-portants 6
Holades ] flalodes 37

Fig. 4.4 : Arbre de décision

On a effectué une discrimination entre bien-portants et malades a 1'aide
de deux questions portant sur les variables de base ayant chacune deux
modalités. Dans un arbre de décision, on désigne par segments les
différents noeuds de l'arbre et par coupure la question qui permet de
découper un segment en deux.

Pour construire un arbre de décision on a besoin :

- d'un ensemble de questions binaires ,

- d'un critére d'évaluation d'une coupure,

- d'une régle d'arrét de construction de 1'arbre,

- d'une régle d'affectation de chaque segment terminal 2 un groupe a

priori.
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L'utilisation de méthodes de segmentation pour des problémes de
discrimination est peu répandue. Ce manque de succes vient du caractére
apparemment simpliste de ces méthodes. En effet, elles construisent des
fonctions de décisions binaires sur les variables explicatives. Elles
présentent cependant un certain nombre d'avantages. Elles sont rapides
et surtout trés faciles a interpréter. Cette facilité d'interprétation est
agréable dans la phase descriptive de l'analyse discriminante ot il s'agit
d'examiner si les variables explicatives permettent de discriminer les
classes définies a priori. Dans la phase décisionnelle de la discrimination,
la clarté des régles de décision rend possible le dialogue homme-
machine. Pour cette raison, dans les cas ot les taux de reconnaissance
sont satisfaisants, ce type de méthode nous parait préférable A des
méthodes donnant des résultats analogues mais plus difficiles 2
interpréter.

Apparemment, les méthodes de segmentation ne different que par le
choix du critére. Encore doit on noter que pour peu que les critéres
soient raisonnables, les résultats seront voisins d'un critére 'autre
[Breiman, Friedman, Ohlsen, Stone, 1984]. Dans ce paragraphe, nous
présentons une méthode de segmentation non paramétrique qui est basée
sur l'approche bayésienne de la discrimination. On expose d'abord cette
méthode dans le cas de deux classes & discriminer. Une généralisation
pour un probléme de discrimination a plus de deux classes est ensuite
proposée.

4.1.2 La méthode de base (cas de 2 classes)

Le cadre est celui de la discrimination bayésienne. On dispose d'un
échantillon de n individus décrits par p variables quantitatives. Chaque
individu est donc caractérisé par un vecteur de RP. On note (X1y..,Xp)
cet échantillon. Par ailleurs, une partition en deux classes P1 et Py est
définie a priori sur 'échantillon. On pose card Pj = n ; card P2 =n3. On
notera 7} (resp. m2) la probabilité a priori pour un élément d'appartenir
au groupe Pj (resp. P2).Onamwy +my = 1.

On notera £ (resp. £2) le coiit de mauvaise classification d'un élément de
Pj (resp. P2) dans P> (resp. P1). La méthode que nous présentons dans
ce paragraphe est die a J. Friedman [Friedman, 1977].
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Cas d'une seule variable (p=1)

Dans ce cas, on note f1(x) et f2(x) les densités de probabilité des groupes
P; et P2 et Fi(x) et F2(x) les fonctions de répartition correspondantes.
Soit xp+1 un nouvel individu. Le principe de la méthode est le suivant :
on veut classer xp+] dans Pj ou P; a partir de 1'échantillon x1,...,x, en
utilisant le point coupure c de 1a maniére suivante :

si Xn+1 S ¢, il est affecté dans la population "inférieure”, P par exemple
si Xp+1 > ¢, il est affecté dans la population "supérieure”, soit Ps.

Dans ce cadre, on veut choisir ¢ de mani¢re & minimiser le risque R de
Bayes de mauvaise classification de cet individu. Pour simplifier on se

restreindra ici au cas ou w1 £ = ntp £5. Cette hypothése est vérifiée dans

le cas courant ou I'on introduit des colits inversement proportionnels aux
probabilités d'apparition des groupes. La valeur du risque R(z) de mal
classer xp+1 en utilisant un point quelconque z pour effectuer la coupure

est .
R()=m; {1 - F1(2)) + 12 &2 Fa(2)
On en déduit que sous 'hypothése nt; 21 =tz €2, on a I'équivalence :

mzin R(z) <=> mzax (F1(2) - Fa(2))

La population inférieure et la population supérieure sont définies ainsi :

P) est la population inférieure si sup (Fi(z) - F2(z)) > 0, sinon Pj est la
. z

population supérieure.

Comme on ne connait pas a priori la population inférieure et la
population supérieure, le point qui minimise le risque de Bayes est le
point c tel que :

D(c) = sgp D)= sgp IF1(z) - Fa(2)!

La quantité D(c) n'est autre que la distance de Kolmogorov-Smirnov
entre les deux distributions et est une mesure bien connue de la
séparabilité de deux fonctions de répartition. En pratique, F; et F2 ne
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sont pas connues et on les estime par les fonctions de répartition
empiriques définies ainsi :

r . 1 . 2
0six<x) r051x<x1

k .1 1 k .2 2
Fix) =40 S Xk S X < X4 ﬁz(x)=¥gs1xksx<xk+1

.1 . .2
L Isixp<x 1si xp € x

avec n = card (P1) et m = N-n = card (P2) et xf( est le ki¢me point de la
classe Pj, les points étant rangés par ordre croissant.

A A A A A
On estime D(c) par D(c) = slep D(z) = sgp IF1(z) - Fa(2)l.

Le risque effectif de mauvaise classification résultant de cette procédure
A h " . 209 . N .
est R(c). Le risque "estimé" de mauvaise classification est :

RO =2 m a-Fi@)+ L2 ma RO

On a les propositions suivantes [Celeux, Lechevallier, 1982] :

Proposition 1 :

A
D(é\ ) converge en probabilité vers D(c).

Proposition 2 :

D(c/'\ ) converge en probabilité vers D(c).

Sous I'hypothése m; £1 = 72 €2, la proposition 1 implique que le risque

A
"estimé" R(e) converge en probabilité vers le risque de Bayes R(c) et la

proposition 2 implique que le risque effectif R(C ) converge en
probabilité vers le risque de Bayes R(c).
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Extension a plusieurs variables

Dans le cas de plusieurs variables, on effectue la premiére coupure sur la
variable qui fournit la plus grande distance de Kolmogorov-Smirnov
entre les deux classes a priori. Par cette procédure, 1'échantillon est
découpé en deux sous-échantillons portés par les deux segments. Dans la
suite, on identifiera chaque sous-échantillon au segment qui le porte.
Pour chaque segment ainsi construit, on réitére la procédure. Le
découpage des segments s'arréte 3 l'aide d'un test d'arrét. Plus
précisément, l'algorithme peut se résumer ainsi : on calcule pour toutes
les variables la quantité

A Aj Aj i i
D(f:\j) = sup ;}2‘{(7_) - F%(z)l ol F’l (resp. F‘b représente, pour la variable j,

la fonction de répartition de la classe Pj (resp. P2) et on sélectionne la
coupure associée a la variable j* telle que :

D@je) = sup (D))
j

. . A
La coupure se fait au point Cj.

SiI'un des deux segments satisfait au test d'arrét, il est affecté a l'une des
deux classes (celle qui est majoritaire dans le sous-échantillon) et on
obtient ainsi un segment terminal. Sinon, on reprend la procédure 2

partir de ce segment. En particulier, on recalcule 6(3j) méme pour la
variable j choisie au(x) pas précédents(s), en effet dans le cas ou f1(x)
et/ou f2(x) sont multimodales, il se peut qu'une seule coupure ne
fournisse pas une bonne discrimination.

Le test d'arrét

Il reste & définir le test d'arrét. L'affectation A une des classes est faite
sur la base de l'estimation du rapport f1(x)/f2(x). Le cardinal de chaque
classe dans les segments doit étre assez grand pour permettre une
estimation raisonnable du rapport des densités. Ainsi, le partitionnement
s'arrétera chaque fois que le partitionnement suivant n'assurera pas des
échantillons de taille minimum pour chaque classe. Le choix de la taille
minimale doit étre déterminé par I'utilisateur et dépend du probléme
posé. En pratique, il est efficace de construire un arbre de grande taille
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et d'élaguer I'arbre en utilisant un échantillon test ou par une procédure
de validation croisée [Breiman et al., 1984].

Affectation de nouveaux individus

Le partitionnement par cette procédure conduit 4 un arbre de décision
binaire. Un segment 2 chaque étape est représenté par un noeud de
I'arbre. Le sommet de l'arbre redonne 1'échantillon tout entier. Les deux
successeurs de chaque noeud non terminal représentent les deux
segments définis par partitionnement. Les noeuds terminaux
représentent les segments terminaux.

La régle de classification d'un nouvel individu est donc simple. Partant
du sommet, l'individu descend l'arbre jusqu'a ce qu'il arrive 2 un
segment terminal. Si celui-ci représente une classe unique, il est affecté 2
cette classe. Si le segment représente un mélange de classes, il est affecté
a la classe majoritaire. En descendant 1'arbre, la décision d'aller i
gauche ou a droite est prise ainsi : si Xj* < Cj*, On va au successeur
gauche, sinon on va au successeur de droite. Ici, j* et Cj* représentent la
variable et la coupure correspondante 2 ce noeud.

4.1.3 Une méthode dans le cas multi-classe

Le critére de Kolmogorov-Smimov, comme la plupart des critéres de
segmentation, n'est pas directement adapté a des probleémes ayant plus de
deux classes a priori. Toutefois dans [Celeux, Lechevallier, 1982] nous
avons développé une méthode qui conduit a la construction d'un seul
arbre de décision quel que soit le nombre de classes a priori. Nous
indiquons ici le principe de cette méthode.

L'idée de base consiste simplement 2 se ramener a chaque étape a un
probléme de discrimination 2 deux classes en recherchant, pour chaque
tentative de découpage d'un segment, les deux groupes de classes a priori
qui conduiront, en un sens précisé ci-dessous, 3 la meilleure
discrimination.
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Nous notons Pji,...,Px les k classes a priori et xty,...,n les probabilités a
priori associées a ces classes. Pour toute variable, on peut définir la
A .

fonction de répartition empirique Fo d'une union A de k classes a
priori :

A 1 A

Fa(x) A X T Fi(x).

A PieA

On définit alors la procédure suivante pour découper un segment :

- Pour toutes les variables, on détermine la réunion A de classes a priori
qui maximise le critére :

A A A A
D(cj)= sup sup IFA(x) - FA(x)!
AeA x

olt A désigne I'ensemble des partitions en 2 classes de (Py,...,Px) et A
désigne le complémentaire de A dans A .

- on effectue la coupure pour la variable j* tel que

A A
D(¢j#) = sup D(C))
j

Remarque :

la recherche de la classe A optimale ne nécessite pas lI'énumération
compléte de tous les cas possibles de regroupement en deux classes des k
classes a priori, mais seulement la construction de (k-1) regroupements
[Celeux, Lechevallier, 1982].

Exemple : pour illustrer cette méthode, nous présenterons son
application sur les données classiques de [Fisher, 1936] concernant 3
populations d'Iris : Setosa (Seto), Versicolor (Vers), Virginica (Virg).

On dispose d'un échantillon de 50 individus pour chaque type d'Iris.
Chaque Iris est caractérisé par quatre variables : longueur du sépale (SI),
largeur du sépale (Sw), longueur du pétale (Pl), largeur du pétale (Pw).
L'unique arbre de décision obtenu par la méthode décrite ci-dessus est le
suivant :
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( Seto = 50, VUers = 50, Uirg = 50)

Pl <1.90 Pl > 190
Seto = 49
Uers = |
Uirg = 0

Pw > 1.70

Seto - 0 Seto = 1
Uers = 48 Uers = 1
Ull"g - 6 U“"g s 44
/N]‘z 4.90
Seto = 0 Seto = O
Uers = 46 Uers = 2
Virg = 2 Virg = 4

Fig. 4.5 : Arbre sur les données de Fischer

Cet arbre donne 7 individus mal classés : 1 Setosa, 4 Versicolor, 2
Virginica. Insistons sur le fait qu'un tel arbre de décision foumit des
regles trés claires, par exemple :

si la longueur du pétale est plus grande que 1.9
et si la largeur du pétale est plus grande que 1.7

alors l'iris est de type Virginica.

4.1.4 Arbres de décision ternaires

L'algorithme que nous avons présenté vaut par sa simplicité de mise en
oeuvre et la facilité d'interprétation des résultats. La principale critique
que l'on peut lui faire est son manque de finesse. S'il est trés efficace et
agréable pour reconnaitre des classes relativement bien séparées, il est
moins performant pour reconnaitre des classes "proches" l'une de
l'autre. Pour répondre a cette limitation, tout en conservant les attraits
des arbres de décision, Celeux, Lechevallier (1982) ont congu une
méthode dénivée de la précédente, qui conduit & construire des arbres de
décision ternaires, la branche du milieu s'interprétant comme une
branche d'indécision. Pour simplifier nous la présentons dans le cas de 2
classes a priori Pj et P».
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Dans le cadre bayésien, cette stratégie nous améne 2 introduire, en plus

des coiits d'erreur £1 (resp. £2), un coit £y (resp. £'2) de non décision
pour un élément de P; (resp. P2). Dans ce cadre, on choisira les deux
coupures cj et c2 de maniére 2 minimiser le risque de Bayes R(c1,c2). On

peut montrer que, sous les hypothéses 1 €1 = 2 £ et si on suppose que

de maniére naturelle £ =a £'1 et 82 =2a '3 avec a > 1, minimiser le
risque de Bayes conduit a sélectionner les coupures qui maximisent le
critére
D(c1.c2) = sup 1(a-1)F1(z2) + Fi(z1)-F2(z1)(a-1)-Fa(z2) |
Z1,22

suivant la méme procédure que I'on a décrite au paragraphe 4.9.2.

Les résultats dépendent bien siir du rapport a entre le coiit d'erreur et le
colit d'indécision. Si a est trop grand, l'arbre de décision aura de
nombreuses branches et sera difficile & interpréter. Si a est trop petit,
I'arbre sera peu différent d'un arbre de décision binaire. La pratique
montre que prendre a = 3 est un bon compromis.

D'un point de vue algorithmique, on peut mener la recherche des points
coupures cj et ¢2 en effectuant 2 n investigations (n étant la taille de

, ) n2+n . o m :
I'échantillon) au lieu de 5 si I'on avait dii examiner tous les couples

(c1,c2) possibles avec ci< c3.

Exemple : nous présentons une application sur des données simulées. Cet
exemple permet de bien illustrer I'intérét de la méthode. On a tiré au

hasard 100 points de R? suivant une loi uniforme sur le cube [0,1]%[0,1]
(classe A) et 100 points de R2 suivant une loi uniforme sur le cube
[0.75,1.75]%[-0.25,0.75] (classe B). Les deux classes A et B ainsi définies
admettent donc a peu preés la représentation suivante :
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Fig. 4.6 : Représentation plane des données simulées

L'arbre obtenu est le suivant :

Ciasse A 100
Classe B 100

X <0.778 X 2 0.994

Ciasse R 85 Classe A 15 Classe R 1]
Classe B 1 Closse B 15 Closse B 84

¥ < 0.128 Y > 0.743

Clgsse R 0 Ciosse A 11 Closse R 4
Classe B 7 Classe B 6 Classe B 0

Fig. 4.7 : Arbre de décision sur les données simulées

Cet arbre permet de retrouver la zone de recouvrement des classes A et
B. Elle correspond 2 la classe d'indécision I suivante :

I={(x,y) € R%0.788 < x £0.994,0.128 < y < 0.743}.
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DES OBJETS DE L'ANALYSE DES DONNEES A CEUX DE
L'ANALYSE DES CONNAISSANCES

Edwin DIDAY

RESUME

Afin d'étendre la problématique, des méthodes et algorithmes de I'analyse des
données classiques & des données qui expriment des connaissances représentant un
niveau d'expérience plus élevé que de simples observations, il est indispensable de
définir d'abord clairement les objets sur lesquels va porter I'analyse et d'établir leurs
propri€tés : c'est I'objectif essentiel de ce travail. On définit d'abord divers types
d'objets symboliques booléens : les événements ¢élémentaires, les objets assertion,
horde, de synthese. IIs s'expriment sous forme de conjonction logique de propriétés
portant sur des variables usuels de l'analyse des données. Des connaissances
supplémentaires peuvent venir s'ajouter 2 la description des objets 2 l'aide de
taxonomies et d'affinités par exemple. On schématise quelques problémes d'analyse
de données ou les "individus" sont des objets symboliques. Plusieurs propriétés des
objets symboliques sont ensuite étudi€es : on définit la notion d'ordre, d'union et
d'intersection entre ces objets et on montre qu'ils sont organisés selon un treillis
d'héritage. Des "qualités" peuvent étre attribuées aux objets symboliques
(complétude, simplicité, affinement), A des classes (stabilité, effrittement) ou 2 des
classifications d'objets symboliques (degré de recouvrement, qualité de I'héritage).
On énonce ensuite plusieurs exemples de problémes d'analyse des données
symboliques.

Dans la seconde partie de ce travail, on s'intéresse au cas d'objets multivalués c'est-a-
dire dont la valeur n'est pas seulement vraie ou fausse. On rappelle d'abord
brieévement ce que sont les objets “modaux de I'extérieur” od des modes apportent des
informations aux événements élémentaires qui définissent les objets, par exemple
“rarement"” [couleur = rouge ou vert] ou "il est possible que” [nationalité = frangais].
On s'intéresse ensuite aux objets modaux de I'intérieur ob les modes portent sur les
modalités des descripteurs, par exemple [couleur = rarement rou ge, parfois vert]. Le
calcul de I'extension de ces objets dépend de la sémantique des modes considérés. On
s'intéresse ici & trois sémantiques : celle des "intensités" ("assez", "plutdt” ou "trés"
grand), des "possibilité€s" (il est physiquement "possible" de voler pour un oiseau),
des "probabilités” considérées par exemple comme limites de fréquences ("rarement"
rouge ou "parfois" vert). Le choix d'une algebre idempotente (resp. archimédienne)
conduit & la définition d'objets dits "possibilistes" (resp. "probabilistes"); des
exemples montrent entre autres que I'on peut représenter par ces objets non seulement
I'incertain, I'imprécis et le vague mais aussi la variation et le doute. On peut étendre
toutes les propriétés et qualités des objets booléens aux objets modaux.

MOTS-CLES

Analyse des données, objets symboliques, classification automatique, possibilités,
probabilités.
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INTRODUCTION

Avec l'artrivée de systemes de saisie automatique dans tous les domaines de l'activité
humaine, I'accumulation de données de toutes sortes s'intensifie. Extraire de ces
données des informations utiles dans un but explicatif ou décisionnel est 'un des
problémes majeurs auxquels sont confrontées les entreprises. L'analyse des données
(qui s'est développée surtout 2 partir des années 60) grice aux facilités de calculs et de
représentation fournies par les machines a pour but de donner des réponses 2 ces
problémes en permettant le traitement de grands tableaux numériques ot n objets (ou
individus) en lignes prennent des valeurs sur p variables en colonne.

Les progrés récents réalisés en Bases de Données et en Langages utilisant la
"représentation objets" permettent de manipuler et représenter des objets exprimant
des connaissances d'une complexité grandissante difficiles 2 exprimer dans le carcan
des tableaux de données classiques. On assiste aussi 2 un foisonnement de Bases de
connaissances dil en partie au succés des systémes experts. C'est dans ce contexte
que nous introduisons la notion d'objets symboliques.

La distinction entre objets "symboliques"” et "numériques” est claire des lors que l'on
considére qu'un objet est "numérique” s'il peut étre représenté et utilisé comme un

point de I'espace RP considéré comme un espace vectoriel muni des opérations
habituelles et qu'il est "symbolique" si ce n'est pas le cas (par exemple, s'il est
nécessaire de définir une axiomatique traduisant Ia sémantique propre au domaine
d'application car I'axiomatique des nombres et des ensembles usuels ne convient pas).
Il résulte de cette définition que I'analyse des données classique traite depuis
longtemps des objets symboliques particuliers puisque c'est le cas de tous les objets
caractérisés par des variables qualitatives (qu'elles soient nominales ou ordinales). Le
but de ce travail est d'étendre 1'analyse des données classique & I'étude d'objets
symboliques plus complexes qui s'expriment sous forme de "conjonction" de
propri€tés portant sur des variables classiques : quantitatives ou qualitatives
(nominales ou ordinales). Ils se distinguent des objets classiquement traités en analyse
des données d'abord au niveau de leur description :

a) chaque variable peut prendre des valeurs mulﬁplcs pour un méme objet
“symbolique”, par exemple [couleur = {jaune, marron, noir A marron}] pour

exprimer le fait que la couleur d'un cepe peut étre Jjaune, marron ou noir et marron.;
ou [fievre = [39°, 41°]} pour exprimer que les patients atteints d'une maladie donnée
ont une fidvre variant entre 39° et 41°. Dans les deux cas on ne transforme pas ces
valeurs en modalité d’une variable afin de ne pas perdre l'information contenue dans
ces descriptions. :

b) Comme conséquence de a) on est amené A exprimer différents types de

liens entre les variables : quand une variable prend une modalité, une autre peut ne pas
avoir de sens (on ne décrit pas les ordinateurs d'une entreprise qui n'en posséde pas)
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ou I'cn doit restreindre son champ de valeurs possibles (si la couleur est jaune, la
taille est petite). On obtient ainsi des objets symboliques munis de propriétés.

IIs «e distinguent aussi au niveau de leur manipulation :

¢) Un objet symbolique est une description en compréhension d'une classe
d'objets élémentaires qui en constituent I'extension (I'objet [couleur = {blanc, jaune)]
a pour extension tous les objets élémentaires dont la couleur est soit blanche soit
jaune).

d) Comme conséquence de c) on peut généraliser ou spécialiser un objet
symbolique en modifiant ses propriétés de fagon soit & étendre soit A restreindre son
extension.

¢) Pour généraliser on utilise des opérations d'union, d'intersection et de
complémentation particuli¢re traduisant la sémantique du domaine d'application (qui
peut s'exprimer sous forme d'une taxonomie) ce qui évite, par exemple, de
généraliser "quelqu'un qui boit du whisky et de I'eau” et "quelqu'un qui boit du vin et
de I'eau” par "quelqu'un qui boit de I'eau” mais plutdt par "quelqu'un qui boit de
I'alcool et de l'eau”.

Enfin, on peut atténuer I'aspect déterministe par I'utilisation d'objets modaux de
I'extérieur qui sont largement développés dans Diday 89 ou de l'intérieur que nous
abordons ici. Les objets modaux se distinguent des objets définis dans la premiére
partic de 'article que nous apellerons "booléens” (puisqu'ils ne peuvent prendre que
la valeur vrai ou faux) de deux points de vue : au plan sémantique, ils permettent la
représentation de connaissances plus nuancées en faisant apparaitre des "modes", on
pourrait dire aussi des "modérateurs” qui portent sur les événements €lémentaires dans
les cas des objets modaux de I'extérieur ou sur chaque modalité des descripteurs dans
le cas des objets modaux de I'intérieur. IIs expriment , par exemple, des possibilités,
des fréquences ou des intensités, que l'on retrouve dans la phrase suivante qui décrit
les caractéristiques du fruit d'une plante exotique: "“il est possible que son poids
atteigne 300 a 500 grammes, il est souvent de couleur rouge, rarement blanche, ses
graines sont frés grosses”; dans cet exemple, on voit que "possible” porte sur
I'événement et peut s'écrire {possible[poids = [300,500]} alors que la seconde
concerne "l'intérieur” de I'événement qui décrit la couleur et peut s'écrire [couleur =
souvent rouge, rarement blanche]. Formellement, les objets modaux de l'intérieur
s'expriment comme des “conjonctions" (au sens d'une sémantique donnée)
d'évenements €lémentaires de la forme [y; = qi] ot q; est une fonction caractéristique
(dans le cas des objets booléens), une mesure de possibilité, une mesure de
probabilité etc. Les objets symboliques se rencontrent dans de nombreuses situations.
Quand par exemple, un expert (chef d'atelier, banquier, médecin, biologiste...) veut
décrire des connaissances issues de son expérience (comportement d'une chaine
d'usinage, type de clienttle d'une succursale, maladie, plante, ...) ; quand un
utilisateur d'une base de données exprime une question sous forme de requéte ; quand
on désire décrire une classe d'objets classiques obtenue par une classification
automatique de fagon plus riche, plus explicative que par le centre de gravité et la
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variance ; quand les objets 2 étudier nécessitent I'utilisation de variables complexes
dont la valeur pour chaque objet est par exemple, un arbre, un graphe, ou d'autres
objets, etc.

Le but de l'analyse des données symboliques est d'étendre la problématique, les
méthodes et algorithmes de I'analyse des données classiques aux objets symboliques.
Les objets symboliques permettent une adéquation plus grande A la réalité
multidimensionnelle que les objets habituellement utilis€s en analyse des données et
apparaissent de fagon éparse depuis longtemps dans différentes disciplines. Ils sont
par exemple indispensables en biologie pour décrire des espaces d'animaux ou de
plantes et les premiéres classifications de tels objets remontent a I'antiquité au moins
Aristote (Historia animalis). Les flores modernes constituent des exemples parfaits de
classifications d'objets symboliques 2 l'aide de "clés". Ces classifications ont
généralement €€ constituées de fagon plus ou moins empirique pour rassembler des
années si ce n'est des siecles d'expérience. Bien que I'un des premiers algorithmes de
classification automatique remonte A Adanson (1757), d'aprés Sneath et Sokal (1973)
il faut remonter a la fin des années 50 pour trouver une systématisation des
algorithmes de taxonomie numérique. Les premiers algorithmes de segmentation
remonte 2 ces dates : Belson (1959), Morgan et Sonquist (1963), avec leur méthode
AID (Automatic Interaction Detector). Ces techniques constituent un premier effort
pour extraire de données classiques des objets symboliques. En effet, en segmentation
classique on dispose en entrée d'un tableau de données classiques mais en sortie on
fournit un arbre dont les branches permettent de décrire des classes d'objets sous
forme de conjonction de propriétés portant sur les variables explicatives : ces
conjonctions sont donc des objets symboliques. L'algorithme de Quinlan (1983) est
une version modemne (exprimée dans le contexte de l'intelligence artificielle) de cette
ancienne approche. Comment faire de la segmentation dans le cas ot les lignes du
tableau de données d'entrée représentent des objets symboliques ? Il semble que le
premier programme de segmentation d'objets symboliques ait été écrit par L. E.
Morse (1968) suivi de R. S. Pankurst (1970). M. J. Dallwitz (1984) a proposé un
langage standard pour représenter les objets symboliques de type "assertion” qui est
courament utilisé en biologie. J. Lebbe (1984) a réalisé un systéme de gestion d'objets
assertion munis de propriétés appelé XPER qui contient maintenant plusieurs
programmes de traitement d'objets symboliques, I'un d'entre eux permet, par
exemple, d'obtenir 2 partir d'un ensemble d'objets symboliques et d'une variable
qualitative 3 expliquer, un graphe d'identification des modalités de cette variable (voir
R. Vignes, J. Lebbe 1987).

En intelligence artificielle et plus particulidrement en apprentissage, de nombreux
auteurs (Machine learning 1, 2 (1983, 1986), Kodratoff (1986)) se sont intéressés i
ces objets en donnant diverses définitions de type plutdt logique ; différents langages
ont €té proposés pour les représenter et les manipuler, par exemple en apprentissage
des langages spécialement dédiés (Michalski (1983)) ou 2 base de langages orientés
objets (Manago (1988)) qui sont des langages de prédilection pour ce type d'objets.

Ce travail peut rapprocher deux communautés : celle de I'A.D. en identifiant dans son
propre langage des objets nouveaux aptes 2 étre soumis 2 sa problématique et ses
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méthodes (analyse factorielle, classification automatique, discrimination, segmentation
etc...); celle de I'LA. en lui offrant la possibilité de dépasser l'optique de
“raisonnement pur” (comme dans les systémes experts), ou celui de I'apprentissage
avec professeur (i.c. exemples et contre-exemples) ou sans professeur (classification
automatique dite "conceptuelle”) pour déboucher sur le vaste champ des outils
d'analyse et de synthese (par exemples graphiques) et de traitement massif de données
de I'A.D. De nombreux algorithmes d'analyse de données produisant des objets
symboliques se développent ; citons parmi les premiers algorithmes dit de
"conceptual clustering” issus de la méthode des nuées dynamiques Diday, Govaert,
Lechevallier, Sidi (1980), puis Michalski, Diday, Stepp (1982). Pour la génération
automatique de regles citons Quinqueton, Sallantin (1986), HoTu Bao, Diday,
Summa (1987), H. Ralambondrainy (1987), Guénoche (1987), Gascuel (1987) .
Guigues et Duquenne (1986), Ganascia (1987) dans le méme but par utilisation de
treillis et en étant plus exhaustifs. Wille (1983) pour la représentation graphique de
"concepts” par des treillis. Des langages informatiques dits "orientés objets” ou
"schémas" adaptés & cette problématique se développent intensivement citons par
exemple M. Manago (1988) pour "Gol" et R. Ducournau (1989) pour "Yafool".

Les possibilités d'applications sont nombreuses, par exemple : Manago (1988) pour le
diagnostic des maladies de la tomate, Tronche, Lebbe et Vignes (1987) pour l'aide au
diagnostic des causes de surdité, Menessier, Diday (1988) pour la prévision dans les
séries pseudo-périodiques, Diday et Roy (1988) par I'identification de sols en
géologie.

Nous montrons d'abord, par de nombreux exemples, comment les différents objets
symboliques introduits se distinguent au plan sémantique. IIs se distinguent également
par leur champ d'application, les problémes et algorithmes de classification et
d'analyse des données qu'ils soulévent ; on ne pratiquera pas de la méme fagon pour
classifier des assertions, des hordes ou des objets de synthese ou calculer des
distances entre eux. Cependant, au plan syntaxique, ils peuvent tous s'exprimer (par
des changements de variables adéquats) sous la forme simple d'un "événement
¢lémentaire”. Cela permet d'énoncer ensuite un ensemble de propriétés qui les
concernent tous.

Tous les objets symboliques dont il sera question dans la partie consacrée aux objets
booléens sont des formules du "calcul des prédicats de la logique du ler ordre" faisant
ressortir la notion de variable au sens "analyse de données”, interprétés sur chaque
€élément de I'espace de définition de ces variables. Nous évitons ce formalisme afin de
ne pas compliquer I'exposé pour les lecteurs ne connaissant pas cette théorie et aussi
parce que bien que sous-jacent, il n'est pas d'une utilisation indispensable dans la

problématique qui nous concerne ici. L'utilisation de fonctions de Q dans {vrai,faux)
est suffisante. Dans tout ce texte on distingue "fonction" de "application” dans le sens
oll une fonction peut ne pas étre définie partout.
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1. LA REPRESENTATION DES CONNAISSANCES :
LES CHOIX DE BASE

1.1. Choix des variables

Une variable y est par définition une fonction de Q — O od Q est I'ensemble dit des
“objets €lémentaires” et O I'ensemble d'observation o4 la variable prend ses valeurs.

Le type de variable dépend de la structure algébrique de O. Si O est un intervalle de
I'ensemble des réelles nous dirons que la variable est quantitative. Si O est fini ou
dénombrable nous dirons qu'elle est qualitative. Dans ce dernier cas, on dira qu'elle
est qualitative ordinale ou nominale suivant que O est ordonné ou non.

Exemple :
Soit Q = { wy, ...ws)et les variables classe d'4ge, nationalité et taille définissant le

tableau de la figure 1. Ces variables notées Y1, ¥2, y3 sont respectivement
qualitatives ordinales, nominales et quantitatives.

¥l y2 y3
wi 1 2 1,65
W) 3 1 1,80
w3 2 1 1,29
w4 1 3 1,30
ws 4 2 1,58
Figure 1

1.2.  Choix des objets symboliques

1.2.1. La notion d'objet symbolique

A partir des objets élémentaires caractérisés par les valeurs prises par plusieurs
variables VreVp BVEC V; Q — Oj on peut définir beaucoup d'autres types d'objets

dont nous présentons maintenant quelques formes utilisées dans I'approche
symbolique. On introduit d'abord les "objets assertions” cas particuliers des "objets
hordes” qui sont présentés ensuite et on termine par les "objets de synthése munis de
propri€tés” puis les régles qui sont les plus compliquées. Pourquoi utiliser le terme
objet et que signifie-t-il ? Remarquons d'abord qu'une ligne d'un tableau de données
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qui caractérise un "objet” (en AD on dit souvent aussi "individu") peut s'exprimer
sous forme d'une conjonction de propositions logiques que nous appellerons
¢vencment. Par exemple si 'on considére la premitre ligne du tableau de la figure 1 et
que l'on se restreint aux deux premidres variables, l'individu ou objet w1 est
caractérisé par I'expression symbolique définie par la conjonction :

[classe d'dge = 1] A [nationalité = 2]

De fagon générale dans ce texte on considerera qu'un objet symbolique est une
description qui s'exprime a l'aide d’une conjonction d'événements (on dit aussi
"propriéiés’) portant sur les valeurs prises par les variables.

Pour faciliter la lecture on présentera d'abord les objets symboliques dans le cas ot ce
sont des fonctions 2 valeur dans {vrai,faux} a une variable. Au paragraphe 1.3 on
introduit les objets symboliques munis de propriétés ol de telles fonctions a plusieurs
variables peuvent apparaitre.

L'intérét d'utiliser le terme "objet” est de trois ordres :

a) En terme d'AD il permet de bien rappeler que les objets symboliques peuvent étre
considérés comme des lignes d'un tableau de données et donc sur lesquels on tentera
d'adopter la problématique et les méthodes usuelles d'AD.

b) Les événements de la connaissance supplémentaire ne seront pas appelés "objet"
méme s'ils peuvent prendre la méme forme que les objets 2 analyser.

c) Les objets symboliques que nous définissons peuvent étre considérés comme des
"objets" des langages orientés objet .

Dans ces langages chaque objet comprend une partie purement déclarative qui décrit
les variables en donnant leur domaine de variation et une partie active formée de
méthodes particulitres pour calculer certaines variables ou des valeurs par défaut. Les
objets sont organisés (selon un graphe dit "d'héritage") 2 partir d'un objet générique ,
pere de tous les autres , de fagon a ce que chaque objet apparaisse comme une
instanciation (ou spécialisation) d'un ou plusieurs objets dont il affine la description.
Aussi bien dans leur définition que dans leur organisation (qui sera obtenue par des
méthodes de classification), les objets que nous allons maintenant décrire entrent dans
le cadre de ceux des langages orientés objets.

Exprimé sous sa forme logique par I'expression symbolique qui le représente un objet
symbolique s est dit défini en intention (on dit aussi parfois en compréhension ).
L'ensemble des objets €lémentaires de Q pour lequels il est satisfait (i.e. vrai)

constitue son extension et sera noté IsiQ).
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On considére par la suite qu'il existe une bijection entre a) les noms des objets
symboliques, b) les noms de leur représentation symbolique, c) les fonctions qui les
définissent. En conséquence pour simplifier les notations on identifiera souvent le
nom donn€ 2 un objet symbolique et celui donné a son expression symbolique et A la
fonction qui le définit .

1.2.2. Les "événements élémentaires"

1l s'agit du premier type d'objet symbolique que nous allons définir.

Soient p variables y}1,...,yp définies sur Q, l'ensemble des objets €lémentaires
observés et prenant leurs valgurs dans Oj,...,0p. Si I'on identifie chaque élément de

2 avec 'ensemble des valeurs qu'il prend,on peut plonger Q dans Q' = O1x...x0p
I'ensemble des objets élémentaires possibles. On note Vj une partie de O;.

Définition

Un événement élémentaire représenté par l'expression symbolique e; = [yi=V;] est
défini par la fonction eyiV; :

£2 — {vrai, faux} telle que eyiVi(w) = vrai si et seulement si yi(w) € V;.

Ainsi pour en revenir aux appelations introduites en 1.2.1 dans le cas d'un objet
symbolique défini par un évenement élémentaire [yi=Vji] , sa définition en
compréhension notée ¢ est e = [y;j=Vj] . Son extension est :

lelQ = {we Q/ yi(w)e Vi}.
Comme nous I'avons dit ci-dessus, pour simplifier les notations on considérera

souvent que e; exprime aussi bien le nom de 1'événement €lémentaire, celui de son
expression symbolique [y;=Vj] et constitue une fonction identique a ey; Vi

Exemple :

Considérons la premitre variable du tableau de la figure 1, I'événement élémentaire
noté e = [y1 = {1,3}] est défini par la fonction ey;V;j Q — {vrai, faux) telle que

eyiVi(w) = vrai si et seulement si y1(w)e (1,3} = V1. Son extension est

lelQ = {w1,w2,w4}.

165




1.2.3. Les objets assertion

Soity = (y'1,....y'q) 00 ¥'i € {y1,...,yp) est la fonction Q — Oje {O1....,0p}. On
note V = [V1....c.\lq] avec Vi C 8, Un objet assertion est une conjonction
d'événements élémentaires.

Plus précisément, on a la définition suivante :

Définition :

Un objet assertion de représentation symbolique a = [Y'I=V]] a...aly'q=Vq] on
Vi C O est défini par la fonction ayV: 2 — {vrai faux} telle que ayV(w) = vrai si
et seulement si pour tout i=1,...,q on a yj(w)eVi.

Remarquons que pour bien spécifier que a est une conjonction d'événements
€élémentaires qui doivent &tre vrais simultanément pour le méme objet €lémentaire

we £, on aurait pu aussi noter a sous la forme symbolique suivante :
a= [Y'I(W) = VI]A cee A [y'q(w)zvq] .

Nous avons préféré réserver ce type de notation au cas des "objets horde" que nous
introduisons en 1.2.4.

Extension d'un objet assertion

L'ensemble des objets €lémentaires qui satisfont I'objet assertion a dans © sera noté
lalget constitue la définition en extension de a dans Q. On a donc :
lallQ={we Q/y'j(w)e Vijpouri=1,..q)

Exemples :

Supposons que Q soit un ensemble de champignons décrits par deux variables : yj
exprime la taille du pied et y; la couleur du chapeau. Un objet €élémentaire tel que
¥1 =1et y2 = blanc peut s'exprimer sous la forme de I'objet assertion suivant :

a= [y1 =1] A [yz = blanc]

L'ensemble des objets €lémentaires de Q' dont la taille est comprise entre 0 et 10 et la
couleur du chapeau est soit marron soit noire peut s'écrire :

a=[y;=1[0,10]] ~ [ys = ( blanc, noir }}
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Considérons maintenant un ensemble Q réduit aux trois objets w1, w2 et w3. Pour
wionay] =3ety2 = noir, pour w2 onay] =2 et y2 = blanc et pour w3 on a
y1=1ety2 = blanc. A chaque wj on peut associer une assertion aj telle que:

a1 =[y1=3] ~ [y2=noir],
a2=[y1=2] ~ [y =blanc],
a3=[y;=1] ~[yz=blanc].

On peut définir l'objet assertion a=[y] = (2, 3)] A [y2 = { noir, blanc }] dont
nous allons chercher I'extension :
Onaly; =(2,3)1=[y;=2lv([y; =3]let [y2 = {noir, blanc}] = [yp = noir } v

[y2 = blanc] donc a = [[y; =2] A {y2 = noir]] v [[y] = 3]~ [y2 = noir]] v
[ly1 = 2] ~ [y2 = blanc]] v [[y; = 3] ~ [y = blanc]] donc a = WlVvwavziv 2)
avec z] =[y1 =3] a[yp=blanc]etzy =[y; =2] A [y2=noir]. Il en résulte que les
seuls objets de 2 qui satisfont a sont w et w», autrement dit I'extension dans Q est :
lalg = {w], wa} alors que I'extension dans Q' est lalg= (w1, wa,21,22).

Comme V; est une partie de Oj, les deux cas extrémes suivants peuvent se produire :
Vi= (Oi) qui signifie que la valeur prise par y; peut étre quelconque, V; = 9 qui
signifie que yj n'est pas défini (cela est possible car, rappelons-le, les y; sont des
fonctions et non des applications). Remarquons que méme en ajoutant ces valeurs les
événements élémentaires et les assertions demeurent des fonctions en raison du cas ot
Yi (W) a un sens mais n'est pas donné par I'expert (qui juge par exemple cette valeur
inutile dans la description de w) alors 1'événement e; = [y; = 12] par exemple n'est ni
vrai ni faux pour w.

Exemple :

L'extension de l'assertion a :

a = [Existence chapeau = non ] A [couleur du chapeau = @] A [lieu de pousse = {03}]
est formée de champignons qui n'ont pas de chapcau, sur lesquels la variable
"couleur du chapeau” n'est pas définie (i.e. ne prend aucune valeur dans I'ensemble
des couleurs possibles 07) et dont le lieu de pousse est quelconque. Si I'existence du

chapeau n'a pas €té mentionné pour un champignon w on ne peut pas dire si a(w) est
vrai (cependant on pourrait dire qu'il est faux si le lien de pousse est restreint).

Obi ion simplifiés :

Quand Vj est identique a I'ensemble des valeurs possibles O;, dans certains contextes
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on peut supprimer pour simplifier le terme [y; = O;] de la conjonction. Autrement dit,
par exemple I'objet assertion

a=[y;=Vilaly2=V2laly3=03]....~ [yp = Opl] G.e. V;=O; pour i=3,....p)

peut s'écrire plus simplement b = [y} = V] A [y2 = V2] qui a, remarquons-le, 1a
méme extension que a.

Exemple :

Supposons que la variable y2 = "couleur du chapeau” ne puisse prendre que les deux

valeurs : blanc, noir. L'objet assertion a = [y1 = 11~ [yy = {blanc, noir }] se
simplifieen a =[y; =1].

Il pourra se produire dans certains contextes que ce type de simplification ne soit pas
possible pour bien distinguer les objets symboliques concernés par une variable yj de
ceux qui ne le sont pas ; par exemple la variable "rayon” n'intervient pas pour la
description d'un rectangle, contrairement 2 la variable "surface". D'autre part, si deux
variables yj et yj prennent des valeurs dans Vj et Vj de fagon que I'extension de ej =

[yi=Vilete; = [yj = V;j] soit la méme sur Q, on ne s'autorisera pas a simplifier une
conjonction de ces deux événements en un seul d'entre eux car les objets symboliques
S1 = ¢€j et 52 = €] ~¢j sont sémantiquement différents bien que leur extension soit
identique. Par contre la conjonction de plusieurs événements €élémentaires qui
concernent la méme variable peut étre simplifiée en prenant l'intersection des

domaines concernés. Par exemple, s = [yi=Vv1li) . Lyi= v 1] sera simplifiée en s
=[yi = Vil avec Vi=[N Vjvi/j=l,...,2] en conservant I'équivalence logique et sans

modifier la sémantique.
Exemple :
Reprenons I'exemple de la figure 1. La conjonction des événements e}=[y1=[1,3]],

e2=[y1=[2,4]], e3 = [y2=1] définit l'objet symbolique s = €l1~€2~€3 qui sera
simplifi€ en s = [y1=[2,3]].[y2 = 1] qui ne sera pas encore simplifié bien que

logiquement équivalent & 3 puisque le3lQ = IsiQ= {w2,w3}.
1.2.4. Les objets horde

Reprenons le tableau de la figure 1 et considérons les événements €lémentaires
el=[yl=1]ete2=[y2=3]. Onaej(w]) = vrai et €2(w4) = vrai mais il n'existe
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pas d'individu de Q pour lesquels e] et e2 soient vrais simultanément. Autrement dit,
en introduisant QxQ — (vrai, faux} telle que h(w',w") = e1(w) ~ e2(Ww") on a

h(w1,w2) = vrai et h(w,w) = faux Vwe Q. Pour bien faire ressortir le fait que h est
une conjonction d'événements €lémentaires d'instanciation pouvant concerner
(contrairement aux assertions) deux objets non nécessairement identiques on notera

h=[y1(u1) = 1] ~ [y2(u2) = 3].

Il s'agit d'un objet horde que I'on peut définir sous la forme générale suivante (ou
Ton note yj, y'j, O'j et V de la méme fagon que pour la définition des objets assertion
en 1.2.3).

Définition :

Un objet horde h représenté par l'expression symbolique h = [Yi(up)=Vy] a...
~[y'plup) = Vp] est défini par la fonction hyy: $8 — {vrai, faux} telle que V W =
(Wh....w'q) € S8, hyy(W) = vrai si et seulement si Viy'y(w'; )e V;.

Dans le cas ol l'on désire imposer uj= uj , l'objet horde devient une fonction

Q4-1_. {vrai,faux}. On peut bien siir généraliser & plus de deux éléments identiques.
Quand tous les uj sont égaux I'objet horde se réduit A un objet assertion. On voit donc
que les objets assertion constituent un cas particulier d'objet horde.

Extension d'un objet horde

Soit h un objet horde défini sur Q9. L'extension de h est 'ensemble des €léments
We Q9 tels que hyVv(W) = vrai. On note cette extension IhiQ) et on a donc
hy{, (vrai) = hIQ = {W=(w'],...,w'q) € QU/y'j(w'})e V).

Exemple :

Considérons dans I'exemple associé 2 la figure 1, I'objet horde suivant :
h =[y1(u1) = 1] « [y2(u2) = 2). On a lhiQ = {(w1,w1), (W1,w5), (w4,w]),

(w4,ws5)). Si I'on considére par contre l'objet assertion a = [y] = 1] [y2=12], son
extension lalQ) est réduite & I'objet élémentaire wie Q.
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Lien entre une horde h et la disjonction des événements
élémentaires qui la définissent

Si I'on considere 'union logique h' = {v ¢j li= 1,...,q) des événements élémentaires
ei = [yi=Vil qui définissent la horde h = (A ‘yi(ui) = Vil /i=1,...,q}, on obtient un
objet symbolique "union" sur lequel nous reviendrons en 4.3 défini par h'yv :

Q — {vrai, faux) dont I'extension est 'union des extensions de chacun de ces
événements élémentaires. On vérifie facilement que c'est I'union des parties P(W;)

formées des €léments des g-uplets qui constituent IhiQ. Ainsi dans I'exemple qui
précéde avec e1=[y](ui)=1]ete2 = [y2(u2)=2]ona:

le11Q U le2lQ = {wi,w4, ws) = (U P(W)/We lhiQ ) ol par exemple
P(W1) = (w1} et P(W2) = {w],w5) puisque W] = (w1,w1) et W2 = (w],ws).
L'intérét des objets horde ressortira surtout quand nous ferons apparaitre dans leur

expression (voir 1.3) des liaisons entre les uj a l'aide de méthodes ou propriétés
exprimées par plusieurs variables.

1.2.5. Les objets de synthesc

Soient Q1,...Qx, k ensembles d'objets élémentaires respectivement définis sur
I'ensemble de variables Jq, J,...] avec card (J;) = P;. Soit Hj I'ensemble des objets
horde que I'on peut définir sur €.;.

Définition :

Un objet de synthése est la conjonction de k objets horde respectivement définis sur
chacun des ensembles Hj,. Hy. Il s'écrira sous la SJorme générale s=hjA...hg avec
hije Hj.

On voit donc que les objets de synthése constituent une extension des objets vus
précédemment puisqu'ils se réduisent 3 des objets horde ou assertion quand k=1.

L'ensemble des €léments de Q = Q1 x......x Qk qui satisfont s constitue I'extension
Isligdes.

Exemple :

A partir de fenétres Q,, portes £, et toits Q3 on peut définir des objets de synthése
appelés "type de mzison".
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Considérons I'ensemble des fenétres Q] décrites par I'objet horde :

hf = [forme fenétre (u) = ronde] A [type vitre fenétre (v ) = épais].
Les couples de portes de 2 satisfaisant 2 I'objet horde :

hp = [blindage porte (u)=acier]a[matiére porte (v)=chéne]A[numéro porte (u)=12] et
les toits définis par l'objet assertion :

a = [type toit = ardoise] A [surface toit = trés grande].

On définit alors I'objet de synthese "type de maison" : m = hf A hp Aa.

Un objet de 'extension de m dans Q% X Q% x €23 est une maison qui comporte une

fenétre ronde, une fenétre & vitres épaisses, une porte d'acier qui a le numéro 12, une
porte en chéne et un toit en ardoise de trés grande surface.

Afin de définir I'extension d'un objet de synth&se il faut donner plus de précision
concernant la fonction qui lui est associée :

Si l'on considere I'application Y1 = (yll ,‘..,qui) € J?i de Q?i — Oi= Ollx...x

O . et Vi= V’I X ... x VL. avec Vic 0} un objet horde

qi qi J
h = [y’l(ull)=vll]h...A[y;i(uaikvai] peut s'écrire sous forme d'un événement

élémentaire ¢ = [Yi=Vi).
En effet, pour w = (wll ,...,wlqi) € Q?l ei(w) = vrai & Yi(w)e Vi (y}(w;-)}evjl-

V {j = 1....,gi}=h(w) = vrai. I en résulte qu'un objet de synthése peut s'écrire sous
forme d'un objet horde noté s = [Y] (U1) =Vi1la...a [Yk(Uk)=Vk] ou

Ui=(ui1 ,...,u?i)e Q?i .
Posons Y =(Y1,....YK), V=(V1,...,VK), U= (U 1,--.,.Uk) l'objet de synthese s est
le prédicat défini par la fonction syy : Q = ch“ x...xQEk — {vrai,faux} telle que

syv(U)=vrai signifie que Yi(Uj)e Viet plus précisément que y}(u;-)e V}.

Il en résulte que I'extension d'un objet de synthese s est :
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-1 . 1 1 k i, i i
Isl = syv (vrm)—{w—(wl,...,wa....,qu)e Q/yj(wj)e Vj]

Exemple :

En reprenant I'exemple ci-dessus, l'objet de synthése obtenu est la fonction :
myy : Q% X Q% X Q3 — {vrai, faux} tel que si W = (w},wé,w%,w%,wi’) alors

myv(W) = vrai < (forme fenétre (w}) = ronde, type vitre (w;) = chéne, numéro

porte (w‘lz) = 12, type toit (w?) = ardoise, surface toit (w?) = trés grande}.

1.3. Objets symboliques munis de méthodes
et de propriétés

On peut généraliser les différents objets que nous avons définis A des objets munis de
méthodes et propriétés. I1 suffit pour cela d'ajouter par conjonction des événements
définissant par exemple des méthodes pour calculer une variable ou une fonction (des
variables ou des objets élémentaires) ou des propriétés exprimant des liens entre les
variables ou entre les objets élémentaires ou entre les variables et les objets
€¢lémentaires. Ces liens dépendent du type d'objets et seront de plus en plus
complexes en allant des objets assertion jusqu'aux objets régles. Ils peuvent tous
s'exprimer sous forme de fonctions de plusieurs éléments qui peuvent étre des
variables et des objets.

1.3.1. Objets assertion munis de méthodes et de propriétés

Dans ce cas les propriétés ne peuvent concerner que les méthodes de calcul de chaque
variable ou des propriétés qui les relient. Si I'on note Meth(y¢,...,yk) la méthode de
calcul de la variable y; qui dépend des variables y1,...,yk (par exemple, si y; est une
surface, la méthode consiste 3 multiplier la largeur par la longueur) et si
Meth(yk....,y{) est une information donnant par exemple une fagon de procéder pour

atteindre un objectif (par exemple pour cuisiner, calculer une taxe, etc.. .) et si enfin
[yi Rk yjl exprime une relation devant lier y; et ¥j (par exemple y; > yj), alors la

forme la plus générale d'un objet assertion muni de méthodes et propriétés de ce type
est:
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ap = [y] = Vila..... A[yp = Vp]/\[yi = Meth (y¢,...,yk)JA....A[Meth Yk»---¥YDI
Alyi Rk yjla...Aly1 R ynl-

L'extension lap | de ap dans Q est 'ensemble des objets élémentaires qui satisfont
yi(w) € Vj et pour lesquels les méthodes et relations indiquées sont satisfaites.

Exemple :

ap = [couleur chapeau = {blanc, jaune)] A [taille pied = [0,10]] A [taille chapeau =

[0,15] A [taille chapeau = Meth (c)]A[méthode Calclong = f(1,c)] A [taille chapeau >
taille pied] ob méthode (c) signifie que le calcul de la taille du chapeau se fera en
prenant la taille de la plus grande lamelle et f(1,c) est une méthode permettant le calcul
de la longueur du champignon (qui n'est pas une des variables) 2 partir de celle du
pied et du chapeau.

Une propriété peut aussi s'exprimer sous forme de régle, par exemple si l'on veut
exprimer qu'une anémone ne pousse qu'a partir du mois de mars ([y] = mars]) au
nord ([y2 = Nord]) et dans le midi ([y2 = Sud]) qu'a partir d'avril (ly1 = avril]) on

pourra décrire cela sous la forme d'une assertion a = [y] = {mars, avrilja[y2 =

{nord,midi}]A[si [y2 = Nord] alors [y] = mars]]A[si [y2 = sud] alors [y} = avril]).
Remarquons que dans ce cas simple une disjonction d'assertion aurait pu exprimer la
méme idée.

1.3.2, Objets horde munis de propriétés

En plus des méthodes et propriétés définies pour les objets assertion, on peut avoir ici
des méthodes qui peuvent dépendre de plusieurs variables et objets élémentaires ; on
peut avoir aussi des propriétés qui relient les objets élémentaires ou qui relient la
valeur prise entre les variables sur ces objets. La forme générale prise entre les
variables munies de ces propriétés sera donc :

hp = Wgp A [yl u1)=Vila..A [yq (uQ) = Vq] Aly(uj) = F(uj,...,uk)]A w A
[meth (¥, yi ,...,uj, k)] A [y] (@) R yn (D] A... A [ym(W) Ry yk ()]

L'extension de hp dans Q est I'ensemble des p-uplets (u1,...,up)e QP tels que
yi(ui)€ V; pour lesquels les méthodes et propriétés ixidiquées sont satisfaites.
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Exemple :

hp = [couleur (u]) = {gris, noir}]A [F(u1, u2)] A [taille (u1) < taille (u3)] A [vitesse 2

2h (u2) > vitesse a 3h (ug)] od F(uj,u3) = [gauche(uz)=u;] A [devant(uz)=u;]
signifie que u] se situe A gauche et en avant de u2. Une instanciation de Wh est par
exemple :

hp(Auroch 3, Auroch 2, Auroch 6, Mamouth 4) = [couleur (auroch 3 = {gris,noir}]
~ [F(auroch 3, auroch 2)]. [taille (auroch 3) < taille (auroch 6)]. [vitesse A 2h
(Auroch 2)> vitesse 2 3h (Mamouth 4)]

1.3.3. Objets de synthése munis de méthodes et de propriétés

Etant donnés k ensembles Q,....Qy associés respectivement 2 k ensembles de
variables Jj,....Jx. On obtient un objet de synthese en faisant la conjonction de k
objets hordes h; définis sur (€2, J;) et munis de méthodes et de propriétés. On peut

de plus ajouter des méthodes et propriétés reliant les h;) entre eux, donc la forme la
plus générale d'objets de synthése peut s'écrire :

: o ! :
hsp= hp A .. A by A[Meth (h,.., 1)) A...A[h; Ry hD)).

En reprenant I'exemple ci-dessus, une méthode peut étre par exemple une fagon de
situer les fenétres par rapport aux portes et une propriété peut étre par exemple : "la
taille d'une fenétre est inférieure 2 celle d'une porte”.

1.4. La connaissance supplémentaire
1.4.1. Objets de la connaissance et connaissance sur les objets

Il faut bien distinguer les objets (que I'on va étudier de fagon analogue aux lignes
d'un tableau de données usuelles) des connaissances supplémentaires que l'on se
donne sur ces objets comme par exemple des mesures de ressemblance, des
dénominations regroupant des modalités ou des contraintes exprimées sous forme de
regles. Cette remarque qui est évidente en analyse des données I'est beaucoup moins
dans I'approche symbolique car les mesures de ressemblance (ou leur extension sous
forme 'd'affinités’ dont nous allons parler maintenant) et les contraintes peuvent
s'exprimer par des objets assertion, hordes ou régles. Pour bien distinguer les objets
de la connaissance (i.¢ le tableau de données) de la connaissance (supplémentaire) sur
les objets, on n'utilisera plus dans le second cas le mot "objet” en disant simplement
“assertion”, "horde", "synth&se", et "régle”. Ainsi, par exemple, une assertion
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représentant une classe obtenue par classification d'objets élémentaires. Les
taxonomies que nous introduisons A présent expriment une connaissance
supplémentaire qui servira par la suite pour généraliser et simplifier les différents
types ou classes d'objets.

1.4.2. Les taxonomies

1.4.2.1. Taxonomie sur les objets élémentaires

Une variable y; telle qu'elle a été définie en 1.1 est une fonction de 2, I'ensemble des
objets €lémentaires , dans O; un ensemble d'observation. Comme c'est une

-1,

application sur une partie de €2, chaque y > définit une partition sur cette partie. Si

I'on désire que y'l’1 ne soit pas une partition mais un recouvrement, yi n'est plus une
application, on dira que c'est une variable taxonomique. On peut définir des variables
taxonomiques particuliéres comme les variables hiérarchiques ou pyramidales. Une

variable hiérarchique est une correspondance th de Q — O I'ensemble des parties de

Q associant a tout €lément de Q l'ensemble des paliers de la hiérarchie auxquels il

appartient. Si I'on note t;ll(o) I'ensembledeswe Q:0€e th(w)onaV o, 0 e O:

)

. 1. Joutl@c )

t (@) NG ()=
outy (6h < t}! (o)

Une variable tp est pyramidalesi Vo,0'e O t'lp (HXa t’lp (') est vide ou il
existe ¢" tel que t'lp (o) N t'lp (o) = t'lp (0”). On peut associer une

dénomination (i.e un libell€) & chaque code 6 € O d'une variable taxonomique. Par la
suite on identifiera les éléments de O au nom des paliers qui leur sont associés.

Exemple :
Reprenons l'exemple de la figure 1 en 1.1,
On peut indiquer une connaissance supplémentaire sur la variable classe d'ige A l'aide

de la hiérarchie H de la figure 2 et sur la variable taille 2 I'aide de la pyramide P de la
méme figure.
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3
3
1
2
1 2
Wl w4 w3 w2 w5 w3 w4 w] w§ w2
Hierarchie H Pyramide P
Figure 2

Aux paliers 1,2,3, de la hiérarchie, on peut associer les dénominations jeune, adulte,
quelconque. De méme aux paliers 1,2,3,4,5, de la pyramide on peut associer
respectivement petit, moyen, moyen petit, grand, quelconque. On a
th(wW1) = th(wg) = th(w3) = { Jjeune,quelconque}, tp(W3) = tp(w4) = {petit,moyen-
petit,quelconque}. On adonct™ " (jeunes) = {wi,wg,w3) et

t'lp (petit) = {w3,wg4).

On peut démontrer (voir Diday 86 l)ar exemple) qu'il existe toujours un ordre sur Q
compatible avec toutes les parties t! (s) définies par une hiérarchie. Autrement dit, tel
que toute partie t-1 (s) définisse un intervalle de O. Cette condition peut ne pas étre
satisfaite par les parties induites par une variable pyramidale, elle est alors
difficilement représentable graphiquement. Remarquons aussi que I'ensemble des
parties de Q définies par une variable hiérarchique ou pyramidale munie de I'ordre
des inclusions forme un treillis si I'on ajoute la partie vide.

Pour adopter deux points de vue différents sur la connaissance supplémentaire
associ€e & une variable on peut étre amené A construire deux hiérarchies. Si elles sont
compatibles avec le méme ordre, elles induisent une variable pyramidale en
considérant que le code associé & un groupement d'objets est celui du plus bas palier
(des deux hiérarchies) qui le contient. Pour avoir une pyramide il suffit de créer les
paliers associés aux intersections non vides des paliers pris dans chacune des deux
hiérarchies et de leur associer le code le plus bas de ces deux paliers.

En procédant comme indiqué ci-dessus sur les paliers hy, hy, h3 de la hiérarchie Hj
et h'y, h', h'3 de la hiérarchie H'; de la figure 3 on construit les paliers

hy "h'2 =hj, hp " h'3=hy, h3n b’y = Wi, h3nh'a=h's, h3 Nnh'3 = h'3 de la
pyramide P (voir figure 3).
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H, H" P
Figure 3

2. DES DONNEES NUMERIQUES DE L'ANALYSE
DES DONNEES AUX DONNEES LOGIQUES
DE L'APPROCHE SYMBOLIQUE

2.1. Les données numériques

Les données classiques de I'analyse des données se présentent généralement sous
forme d'un ensemble d'objets élémentaires Q caractérisé par un nombre fini p de
variables qualitatives ou quantitatives si I'on considére ces objets comme des points
de I'espace RP en transformant les variables qualitatives en variables binaires. En
conséquence, nous dirons que de telles données sont numériques.

Il peut se produire que l'on privilégie une ou plusieurs variables (qualitatives ou
quantitatives) particuli¢res dans le tableau de données. Dans ce cas chaque objet peut
étre considéré comme un "objet regle élémentaire” dont la conclusion est définie par la
valeur des variables priviligiées et la prémisse est la valeur des autres variables.

En analyse des données la connaissance supplémentaire est définie par le choix d'une
mesure de dissimilarité entre les objets. Cette mesure est généralement utilisée pour

réaliser une classification des objets ou une représentation plane par analyse
factorielle.

2.2. Les données logiques de l'approche symbolique

Comme nous venons de le voir en 1.2, 1.3, 1.4 les objets symboliques se présentent
sous forme de conjonction d'événements. Ils sont de différentes sortes et peuvent se
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présenter sous forme d'objets élémentaires, d'objets assertion, d'objets horde,
d'objets de synthese, d'objets régle (avec ou sans méthodes et propri€tés). La
connaisance supplémentaire est définie (voir 1.4) par les taxonomies, les affinités et
les regles.

La représentation de la connaissance peut nécessiter uniquement des objets d'un seul
type, par exemple, que des objets assertion ou que des objets horde (dans ce cas le
tableau des objets élémentaires est "fictif"). Elle peut aussi nécessiter des
combinaisons beaucoup plus complexes. Par exemple des objets de synthése (munis
d'affinités et de régles) obtenus 2 partir d'espaces Q1,...0y eux-mémes formés
d'objets €lémentaires, assertions, hordes, eux-mémes définis comme objets de
synthése munis de connaissances supplémentaires etc... Par exemple, des types de
maisons peuvent étre considérés comme des objets de synthése de portes, fenétres,
toits, murs, eux-mémes considérés comme objets de synthése etc......

2.3. Comparaison des données de I'analyse des données et
des données de I'approche symbolique

'y a une relation biunivoque entre les objets élémentaires de I'analyse des données et
ceux de I'approche symbolique. En effet, I'application qui associe un élément de RP A
la conjonction des événements associés aux valeurs prises par ses coordonnées est
une bijection.

En ce qui concerne la connaissance supplémentaire les indices de dissimilarité
constituent des cas particuliers d'affinité, les taxonomies sont tras rarement utilisées
en analyse des données (pour exprimer une connaissance supplémentaire). Toute cette
comparaison est résumée en figure 8.

Les objets de 1'approche numérique Les objets de I'approche
symbolique

Objets élémentaires (é1éments de O; ... x Op)Y . Objets élémentaires
(conjonction d'événements)
. Objets assertion
(horde, de syntheése)

La connaissance supplémentaire

Sémanuque des nombres Sémantique du domaine
Indice de dissimilarités Affinités
Taxonomies
Régles
Figure 5
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3. LE TRAITEMENT DES DONNEES SYMBOLIQUES

3.1. Le probléme général et les quatre principes

Comme pour I'analyse des données numériques il s'agit de résumer et synthétiser
l'information contenue dans les données symboliques pour servir de base 2 un
processus de décision, de reconnaissance ou plus généralement pour appréhender la
nature des phénomenes sous-jacents aux données.

Afin de répondre A ce probleme, on peut adopter deux points de vue. Le premier plus
“numérique” consiste dans la mesure du possible 2 adapter les méthodes classiques de
I'analyse des données aux nouveaux objets qui ont € définis en 1.2 et 1.3. On
adaptera par exemple l'analyse factorielle au traitement des objets assertion :
comment, par exemple en entrée, faire une analyse factorielle ou une classification
automatique d'un tableau ol dans chaque case apparait un intervalle différent ?

Le second point de vue plus “symbolique” qui sera adopté dans toute la suite de ce

texte consiste 2 appliquer les quatre principes suivants :

a) principe de fidélité : les données doivent étre fideles a la réalité
multidimensionnelle en évitant le plus possible Y'artéfact des codages réducteurs.
On acceptera ainsi les valeurs multiples dans les cases d'un tableau de données,
en ne les réduisant surtout pas 2 leur valeur moyenne. On traitera les variables
hiérarchiques (par exemple la variable "existence du chapeau” préceéde la
variable "couleur du chapeau"). On associera aux objets des méthodes et des
connaissances supplémentaires correspondant 2 la sémantique la plus adéquate a
leur domaine.

b) principe de la prédominance de la connaissance : 1a connaissance diri ge les
algorithmes par la sémantique du domaine (les taxonomies, affinités, regles,
nouvelles données, questions posées etc.).

Autrement dit, la connaissance supplémentaire qu'elle soit fournie par
interactivit¢ homme-machine (questions posées) ou machine-machine (mesure
de la qualité des résultats obtenus), guide les algorithmes.

Il existe de nombreuses méthodes d'analyse des données classique ob les
algorithmes sont dirigé€s par les questions posées citons par exemple : la
regression par boule, ou l'on fait une régression associée a la boule
correspondant a la question posée, il en est de méme pour la discrimination par
les k plus proches voisins, citons enfin la segmentation dirigée par les données
ol & chaque réponse le systéme propose une série de questions par ordre de
pouvoir discriminant (voir J. Lebbe (1984), par exemple).
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d)

L'approche symbolique est particulidrement propice au dialogue homme-
machine car les résultats sont d'interprétation aisée. Ainsi dans un processus
d'apprentissage automatique une machine peut fournir des exemples et contre-
exemples par simulation afin de tester la qualité des régles obtenues par
I'algorithme et conduire ainsi & une modification de son comportement par
modification de ces regles.

principe de cohérence : les résultats des analyses devront s'exprimer selon les
mémes termes que les objets fournis au départ.

Ce principe est utilisé de fagon naturelle en analyse des données puisque les
objets de départ sont des vecteurs numériques comme les résultats
(combinaisons lin€aires des variables en régression ou en analyse factorielle,
centre de gravité des classes en classification par exemple.)

L'application de ce principe aux données symboliques signifie que les résultats
devront s'exprimer en terme d'objets assertion, hordes, de synthése ou regles.
Réciproquement si 1'on cherche des résultats s'exprimant sous forme d'objets
symboliques (dans un probléme de régression, discrimination ou classification
automatique, par exemple) il faudra également considérer les données d'ent-ée
comme des objets symboliques.

principe d'explicabilité : il faut fournir des résultats explicables et d'utilisation
ais€e pour définir une base de connaissances dans le domaine d'od sont issues
les données méme si c'est au détriment de I'efficacité.

Ce principe est dans l'ordre de préocupations des recherches en Intelli gence
artificielle (voir Kodratoff (1986) p. 21) puisqu'il s'agit d'obtenir des résultats
qui s'expriment dans les termes que manipulent I'intelligence humaine. Il va de
soi qu'un expert exprimera plus facilement des faits observés sous forme
d'objets assertion que de combinaison linéaire méme si cette combinaison donne
des résultats sensiblement meilleurs. De fagon générale, on voit que les
principes de cohérence et d'explicabilité se rejoignent pour les données de
I'approche symbolique puisque les deux conduisent 2 utiliser er. sorties les
objets symboliques. En effet, d'une part ce sont ceux qui sont utili+és en départ
et d'autre part ils fournissent des résultats d'interprétation immédiate et
d'utilisation aisée pour construire une base de connaissance d'un systéme expert
par exemple.

Certe convergence des deux principes caractérise I proche symbolique par rapport @
I'approche numérique ou le second principe vient contredire le premier. En effet, si
l'on sort des données symboliques (pour étre “explicatif’ ) alors que l'on s'impose
de n'entrer que des données numériques on contredit le principe de cohérence.
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3.2 L'apprentissage de connaissances

Il s'agit de partir d'un ensemble d'objets A (qui peut aller en s'agrandissant) et
d'obtenir un ensemble d'objets B plus simple (qui peut aller en s'améliorant). Dans le
cas ou A et B sont formés chacun d'un méme type d'objets (assertions, par exemple)
on peut schématiser un ensemble de problémes d'apprentissage par les cheminements
indiqués figure 9 ob chaque fleche indique I'espace A d'od l'on part et l'espace
d'arrivée B des connaissances apprises. L'un des premiers algorithmes de
“conceptual clustering” (voir Michalski, Diday, Stepp 1982) entre dans le cadre de la
fleche 1, voir aussi plus récemment Vignes et Lebbe (1987). Le travail de Ganashia
(1987), Ralambondrainy (1987), correspond 2 la troisiéme fleche ; Quinqueton et
Sallantin (1986) et Ho Tu Bao, Diday,Summa (1987),Vigne et Lebbe (1987) ont mis
au point des algorithmes d'apprentissage correspond 2 la fleche 4.

1 2

objets

assertion

objets de
synthése

7
Figure 6

4. QUELQUES PROPRIETES DES OBJETS
SYMBOLIQUES

4.1. Une expression générale des objets symboliques
Bien que sémantiquement différents, les objets élémentaires, assertion, horde et de

synthése peuvent se mettre sous une forme équivalente d'un point de vue algébrique.
Cela résulte de la proposition suivante.
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Proposition 1

1) SiE, A, H, S sont respectivement I'ensemble des objets €lémentaires, assertion,
horde et de synthése alorsonaEC A CHCS.

2) 1 est toujours possible de trouver un ensemble d'objets €lémentaires Q*, un
ensemble d'observation O* et une variable Y : Q* — O* telle que tout objet
symbolique de E, A, H et S soit considéré comme un événement élémentaire
e ={Y=V].

Démonstration

La premiére propriété a éié démontrée au paragraphe 1, elle résulte facilement des

définitions des différents types d'objets symboliques.

La seconde propriété peut se démontrer en considérant successivement chaque type

d'objet symbolique : un événement élémentaire quelconque ei=[yi=Vi] peut bien sir
se mettre sous la forme générale e = [Y=V] en choissisant Y = yietV =Vj.

Considérons un objet assertion aj= [yll = vlllA"'A[yzlizvzli]‘ On peut choisir
i i . i i

Y = (yl,...,yqi) application de Q dans O = le...qui telle que

Y(w) = (yll(w),...,y:li(w)). En posant V = (Vll,...,V:li), on voit que ¢ = [Y=V] et aj

sont €quivalents car e(w) = vrai & (Y(w)e V} & ({V], y}(w)e V}}aai(w) = Vrai.

On peut faire une démonstration analogue dans le cas des objets hordes en
considérant que Y = (yll,. . .,qui) est une variable de Q4i dans Ol = Ollx. . .xOZli (voir

§1.2.4). De méme pour les objets de synthése en posant ydi = (yll,...,y:“) eten
considérant que Y = (y4l ,...,qu) est une variable définie sur Q?lx...x QEk et
prenant ses valeurs dans Oclux...x ng etque V= (V1. VK)avec

vi= (V‘l,...,v:li) co;“. -
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Conséquences

a)  D'apres cette proposition un objet de synthése, par exemple, peut €tre considéré
comme un événement €lémentaire et il est alors possible de définir de nouveaux
objets assertion, horde, de synthese avec ce type d'événements €lémentaires.
Ces objets symboliques peuvent étre considérés 2 leur tour comme des

événements €lémentaires définis sur de nouveaux espaces Q* et O* et ainsi de

suite. Ainsi la représentation symbolique peut étre compliquée 2 I'infini pour
représenter la réalité multidimensionnelle.

b) Il résulte aussi de cette proposition que toute définition ou propriété algébrique
satisfaite par un type d'objet symbolique et non spécifique 2 son type sera
satisfaite par les autres. En effet, si 'on donne par exemple une définition ou
une propri¢té qui concerne les objets assertion, elle est vrai pour les objets
¢lémentaires (cas particulier d'objets assertions) et elle est aussi vrai pour les
objets horde ou de synthese (méme ceux qui ne sont pas des objets assertion)
car ils peuvent également se mettre sous forme d'événements élémentaires.

4.2. Ensemble des objets symboliques
et "extension symbolique"

Afin de simplifier les notations nous supposerons dans toute la suite que I'on dispose
d'un ensemble d'objets symboliques noté S défini sur un ensemble Q caractérisé par

des variables yj : Q — Oj. D'apres la proposition 1 en choisissant bien yi, ©, et Oj,
S peut aussi bien étre un ensemble d'événements élémentaires, d'objets assertion,
horde ou de synthese. Dans la suite nous supposerons que S est Fensemble des
objets assertion car ces objets sont plus explicites que les événements élémentaires
tout en €tant d'expression plus simple que les objets horde ou de synthese.

La bijection y entre Q et S.

Soit y(voir figure 7) l'application Q— S qui associe 2 tout élément de Q I'assertion
v(W) = [y1 = y1(W)]A...Alyp=yp(W)].
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On suppose que deux éléments différents de Q ne peuvent prendre de valeurs
identiques sur toutes les variables. Il résulte de cette condition que y est une bijection

de Q dans ¢(£2). On notera pour simplifier w$ I'objet symbolique de S associé 2
I'objet €lémentaire we Q par I'application y (i.e. wS=y(w)).

Extension symbolique

Par 1a suite I'extension "symbolique" d'un objet symbolique se S sera notée s' et sera
formée de I'ensemble des objets symboliques élémentaires y(w)e S tels que we Q

appartienne 2 l'extension de s dans Q. Autrement dit : §' = (¢(w)e S/welsiQ}. On
peut maintenant définir un ordre sur les objets symboliques.

4.3. Ordre, héritage et treillis des objets symboliques

Définition de l'ordre symboligque
V51, 52 € S on dit que 5]1< 57 si et seulement si s1 C 5%

L'inclusion étant en ordre partiel sur les parties de €, l'inégalité < que nous venons
d'introduire est donc une relation partielle reflexive et transitive de plus elle n'est pas
antisymétrique puisque deux objets de méme extension ne sont pas forcément
identiques, c'est donc un préordre partiel. Ce préordre induit une relation
d'équivalence dont les classes sont les objets symboliques de méme extension. Sur
les classes d'équivalence de cette relation, ce préordre induit un ordre partiel que nous
appelons ordre symbolique.

Définition de I'héritage et de la généralisation

V51,52 € S on dit que s; hérite de 52 et que s est plus général que s si et
Seulement si s'; C 52

L'ensemble des objets symboliques s tels que s 2 s] (resp < s1) sont les ascendants
(resp. les descendants) de s.

Définition de l'union et de l'intersection symbolique (ou dite
"généralisante")

Lunion symbolique sj U s2 (resp. lintersection symbolique s] M s2) est la
conjonction de tous les objets symboliques de S dont 'extension symbolique contient
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l'ensemble des objets symboliques de s’] et 52 (resp. les objets symboliques
communs a s’} et s°2).

Nous allons introduire des conventions de notation qui vont nous permettre de faire
deux remarques concernant cette définition.

Dans toute la suite, on adoptera les conventions de simplification suivantes :

i) sA[yi=0i] = s et [)'I=0]]A.../'.[yp=0p] = £ o) §X est l'objet symbolique dit
“plein”

1) [yi=vi] Alyi=Vi] = [yi=vi] sivi CVjet égal d [y;= ¢] siv; N Vi= ¢ et
[YI1=9]A...Alyp=¢] = ¢° on ¢S est I'objet symbolique dit "vide."

Avec la convention ii), on voit que la définition de l'union et de l'intersection peut

s'exprimer de fagon équivalente en remplagant partout "objets symboliques" par

“événements €lémentaires de plus petite extension”. On considére dans toute la suite
que de tels événements existent et sont uniques.

D'autre part, on voit que s'1 N §'2 = ¢ & Is]lQ N Is2lQ = ¢ s1N spestla
conjonction de tous les événements élémentaires dont I'extension est vide dans Q.
Parmi ces événements se trouvent en particulier les [yj=¢] pour i = l,...,p. Il en
résulte que s1 N s2 = [y1=0]A. ..[yp=60] et que s] N s2 est donc l'objet vide ¢S. De
méme §'] U s2=0Q)=Is1IQUIIQN=Q & {s] U s2 estla conjonction de
tous les éveénements €lémentaires dont l'extension est Qle st U s =

[y1=01]A...A[yp=0p] si I'on suppose que les y; : Q — Oj sont surjectives, ce que
T'on supposera dans toute la suite, en attribuant une valeur particuliére aux données
manquantes et 2 celles qui n'existent pas (par exemple, couleur du chapeau d'un
champignon qui n'a pas de chapeau). Il en résulte que s} U s est I'objet
symbolique plein. On peut résumer toutes ces remarques dans la proposition suivante
qui sera utile par la suite :

Proposition 2

1) L'union (resp. I'intersection) de deux objets symboliques sj et s2 est la
conjonction de tous les événements élémentaires de plus petite extension dont
I'extension symbolique contient s'] U s'2 (resp s'1 N 5'2).

2) L'union (resp. l'intersection) de deux objets symboliques s et s2 est I'objet
symbolique plein : QS (resp. vide : ¢S) si et seulement si s'j U $2 = ¢(Q)
(resp. s'1 N s'2 = ¢).
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Exemple :
Considérons le tableau de données de la figure 8. Les variables yj sont des
applications de Q = {w], w2, w3, w4, w5} dans O; = (0,1).
Ona y(w1)=w] =[y1 = 1]aly2 = 0]aly3 = 0]aly4 = 0].
9(W2) = w3 = [y1 = 1]aly2 = 0]Aly3 = 1]alyq = ).
(Wi)' U (Wi)’ = {wi,w;} donc wi U w§ = [y1=1]A [y2=0]A [y4=0].

[y1=1 U [y2=1]'= y(Q) donc [y1=1]U [y2=1]= QS

[y2=01'N [y4=1]'= ¢ donc [y2=0] A [y4=1)= ¢S

Y11 ¥2 | y3| vy4

w] 1 0 0 0

w2 1 0 1 0

w3 1 1 0 1

w4 1 1 1 1

w5 0 1 0 0
Figure 8

Cet exemple est bien siir trés réducteur de la richesse des objets symboliques en effet :
une conjonction de disjonction n'est pas une conjonction; mais faire apparaitre des
disjonctions aurait rendu I'exemple pléthorique.

On a aussi les propriétés suivantes qui caractérisent I'union et I'intersection d'objets
symboliques.

Proposition 3

1) L'union et I'intersection d'objets symboliques est commutative, associative et
existe toujours.

2) Sis=sjUs2 (respsijNs2)ona s'2s'1 U s'2 (resp. s'=5'1 N 5'2).

Démonstration

1) La commutativité est évidente. L'associativité vient du fait que (s1Us2)Us3
= {la conjonction des événements €lémentaires dont la conjonction contient s'{
et s2 U §'3}) =51 U (s2U s3). On a une démonstration analogue pour
montrer l'associativité de I'intersection. L'union et l'intersection de deux
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objets symboliques s] et s2 existent toujours puisque au moins l'extension de
[yi = Oi] contient s'1 U s'2 et s'] N s'2.

2) Si s =s] U s2, on a forcément s'2s'] U s'2 puisque par définition s est la
conjonction de tous les objets symboliques dont l'extension contient

§'1 U s'2. Il peut se produire que l'objet s = 51 U 52 soit tel que s' D s'1 U
s'2 strictement. En effet ,en reprenant I'exemple ci-dessus de la figure 8 et en

posant sj = [yj=1] on a : s3U s4 = s] avec s'] = {wf/i=l,4} Ds'3 Us'Yy=
[wi,w%,wi]. L'extension de l'intersection de s=sj M s2 contient par

définition s’y N s'2, elle est aussi contenue dans s'i M s'2 car tous les
évenements €lémentaires qui définissent sy et s2 ont une extension qui ne peut
étre plus grande que celle de s'1 M s"2 (car il y aurait un €élément satisfaisant sy
et s2 et hors de s'1 N s'2).

Conséquence

En définissant l'intersection symbolique "intérieure” de s et s comme la disjonction
de tous les objets symboliques dont I'extension symbolique est contenue dans
s'1 M s'2, on voit facilement qu'elle a méme extension que 2 s] M s2 car parmi les
éléments de cette disjonction celui de plus grande extension est s] N s2 puisque

d'aprés la proposition 3 (1 N 82)' =51 M 572, On a la proposition suivante :
Proposition 4
Muni de I'ordre symbolique I'ensemble des objets symboliques S est un treillis et la

borne supérieure de tout couple d'élément est leur union symbolique, la borne
inférieure est leur intersection symbolique.

Démonstration

Rappelons d'abord qu'un treillis est un ensemble muni d'une relation d'ordre partielle
pour laquelle tout couple d'éléments admet une borne supérieure et une borne
inférieure unique.

Montrons d'abord que s] U s2 est un majorant de s] et s2 ; en effet, si
sjUs2 = G c': ol c-: = [yi=VJi] et (c{}i est I'ensemble des événements élémentaires
dont l'extension symbolique contient s'] U s'2 on a nécessairement Vs € Q5,
S € §'1 implique VijwS e (c;)' etdonc wSe (s Us2),doncs'y € (s1Us2) et

s1 U s2 constitue bien un majorant de sy et s2 puisque l'on peut faire le méme
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raisonnement avec s?.

Montrons maintenant que s] U s2 est le plus petit des majorants de s] et sJ ; en effet,

si s3 2 5] et s3 2 52 alors s'3 2s'1 ets'3 252 donc $'32s'1 Us'a2 dob il
résulte que s'3 fait partie de 'ensemble des objets symboliques dont I'extension
contient s'] U s'y et dont la conjonction définit s1 U s3 . Ainsi $]1 U s2=s34... on

en déduit que s'3 2 (s1 U s2)' et donc que s3 2 51 U s2. Ainsi s1 U 52 constitue
bien une borne supérieure de s et s2 ; P'unicité de cette borne vient du fait que

s1Us2 = 1’3 e: = [yj= ? V'i'] et l'intersection rj\ V'} existe et est un élément unique

d'apres I'hypothese faite au début de ce paragraphe.

Montrons maintenant en se servant de l'intersection symbolique intérieure notée r;
que l'intersection symbolique est un minorant de §1 et s2 ; en effet, si s s2= Y 3
ol (a;j) est I'ensemble des assertions dont I'extension symbolique est contenue dans
$'1M 82, on a nécessairement VoS € QS, @S e (s1njs2)' = U a'j ce qui implique
I'existence de j tel que @S € (@) € s'1Ns'2 dob (s1ny $2)' C s'1n s'2 donc

$1Mi $2 <) ets]1Ms2 < s3. Montrons maintenant que s1M s2 est le plus grand des
minorants de S1 et s2 ; si s3 < 5] et $3 < s2 alors

$'3 C s'tets's C s2donc s'3 € s'1 N s, dod il résulte que s3 fait partie de
I'ensemble (a;} donc s'3 C U aji=(sins2)ets3 Ssin $2; ainsi s1M s2 est
1
bien une borne inférieure de s; et 52 ; l'unicité de cette borne vient du fait que
= = . j
51 hsz—».l\?e{-/i\[y.—?vi] . =

Définition de la I-extension

Dans le cas ol I'on ne dispose pas de Q mais seulement d'un ensemble Si1c S
d'objets symboliques. On peut définir la I-extension d'un objet symbolique s dans S;

comme étant 'ensemble des s; € S tels que Isjlg’ Iislg ol R exprime un "degré
d'intersection” fixé  l'avance de Isilg’ avec Islg’. Deux choix extrémes, consistent
par exemple, A considérer que s; fait partie de la I-extension de s dans S ssi Isglg’

C bl (casI=C)oussilslpr © |sjigr# 0 (cas I=N ). Pratiquement si on a par
exemple, une assertion s = A [yi=Vi] on dira que s = A [yi=Vil] fait partie de la

C -extension (resp. de la C -extension) de s dans S1ssiVi vy, Vi1 (resp.

V! N Vizp).
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Assertions taxonomiques :

Etant donné un ensemble de variables taxonomiques (voir 1.4.2.1) notées t; de
Q — O;, une assertion taxonomique est une application de Q — {vrai,faux) notée

a=a [ti=Vilou Vi C O; telle que a(w) =vraissidve Vj:we t;l(v).
11 résulte de cette définition que I'extension de a dans Q est :
alg= N U (50 /ve Vil

Exemple :

Reprenons l'exemple de la figure 2 donné en 1.4.2.1 et soit
a = [th=jeune] A [tp=petit,moyen-petit]
ona lalg = tl': (jeune) N (t;)l( petity U t;)l (moyen-petit)}

= (w1,w4,w3} N {{wi,wg] U {w),ws}) = {w1,w3,w4)

qui sont les seuls a étre A la fois "jeune" et "petit” ou "moyen-petit".
Soit a; = A [ti = Vji]. On peut définir un ordre "taxonomique" noté t entre assertions

taxonomiques en disant que aj tay ssi Vve Vil Ive Vi2 tel que ti'](v) C t;I(v').

L'ordre symbolique entre assertions taxonomiques est défini comme en 4.3 par
a) € aj ssi lajlg <lazlg. On a alors la proposition suivante .

Proposition §

L'ordre taxonomique implique I'ordre symbolique.
Démonstration :

11 faut démontrer que si aj t a3 et w € lajlg alors w € lazlq. En effet, si w € lajlq, V
i, 3viC V: tel que w € t'il(vi) etsiajtay, Vi3 vie V2i tel que

ti'l(vi) c ti'l(v'i) donc Vi Jitelquewe t'il(v'i) d'ou w € Q U (t’il(v) /ve
Vi2} et donc w € lajlq. -

La I-extension d'assertions taxonomiques.
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Comme conséquence de cette proposition, on voit que la C -extension de a; dans un
ensemble d'assertions taxonomiques T est 'ensemble des a; € Ty tels que ap t as.

La M -extension de aj dans T est 'ensemble des a2e Tytelsque Vi vy e Vil et

va € Vi2 avec til(vl) N t'll(vz) #P.

Exemple :

Reprenons I'exemple de la figure 2 donné en 1.4.2.1 et considérons I'ensemble des
assertions taxonomiques Tj= {a},ap,a3)

a) = [ty=quelconque] A [t2=moyen-petit]
a2 = [t}=jeune] A [t2=petit,moyen]
a3 = [ty=adulte] A [t2=grand]

La C-extension de a) dans T est a3 et 1a M-extension de aj dans T est a3.

5. QUALITE DES OBJETS SYMBOLIQUES
5.1.  Complétude d'un objet symbolique

Si je vois dans ma rue des chiens qui sont tous blancs et que j'énonce : "je vois des
chiens” mon assertion ne décrit pas de fagon "complete” I'observation des chiens de
ma rue puisque j'omets de dire qu'ils sont blancs. Clest cette idée qu'il s'agit de
traduire par la notion de complétude d'un objet symbolique. Plus formellement cela
revient 3 mesurer I'écart entre I'ensemble des événements ¢élémentaires dont la
conjonction définit un objet symbolique s et I'ensemble de tous les événements
€lémentaires dont l'extension symbolique contient s'.

5.1.1. Notations d(s), c(s) et s€

Dans la suite nous noterons d(s) (d comme "définition") I'ensemble des événements
¢lémentaires dont la conjonction définit s, ¢(s) (c comme “"complet”) I'ensemble de
tous les événements €lémentaires de plus petite extension symbolique qui contiennent

s' et enfin s€ I'objet symbolique défini par la conjonction de tous les €léments de
c(s).

Exemple :

Reprenons les données de 1a figure 11, et considérons I'objet symbolique
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s =[y1=1]aly4=1]ona:

d(s) = {[y1=1Lly4=11}. c(s) = ([y1=1).[y2=1].ly4=1])
a s¢ = [y1=1]aly2=1]Alys=1].

5.1.2. Calcul de la complétude et objet "complet"

La complétude d'un objet symbolique peut se calculer de différentes manieres.
Donnons deux exemples de critéres de complétude :

c1(s) = card (c(s) \d(s))

c2(s) = card ({(A ei)/eie (c(s) \ d(s)))

Ainsi en reprenant l'exemple précédent ou s = [y1=1}A [y4=1] on a :
c(s)\d(s) = {[y2=1]} etdonc ¢j = [y2=1]. Il en résulte que c1(s) = 1 et c2(s) = 2.

Par la suite nous retiendrons le premier critére et nous dirons d'un objet symbolique
qu'il est complet si et seulement si c(s) = d(s) autrement dit si c1(s) = 0.

5.1.3. Propriétés des objets complets

Etant donné un objet symbolique quelconque se S nous avons d'abord la proposition
suivante :

Proposition 6

1) d(sC) =c(s) et (s¢) =5".

2) sC est complet (i.e. d(s€) = c(s°)).
3)  s°={U y(wi)/ wielslQ)

4) sC={MN ej/ejec(s))

Démonstration

1)  d(s®) = c(s) puisque d(s€) contient par définition tous les €vénements
élémentaires qui décrivent s€ qui est lui-méme décrit par tous les €léments de

c(s). Pour montrer que (s€)' = s' il suffit de montrer que Is€IQ =IsIQ). Or on a
d'une part, IslQ C Is€IQ puisque s€ n'est défini que par des événements dont
I'extension dans Q contient IsiQ). D'autre part Is€IQ C IslQ) car s'il existait un

élément de Is€IQ qui n'était pas dans IslQ) cela signifierait que tous les
événements €lémentaires de sC auraient une extension qui le contiendrait, ils
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2)

3)

4)

seraient tous d'extension plus grande qu'au moins un des événements
¢élémentaires de d(s) qui eux ne le contiennent pas tous tout en contenant Islg),

ce qui est contradictoire avec la définition de sC puisque cet événement devrait
étre aussi dans c(s).

s® est complet car d(sC) = c(s€) puisque d(s€) est I'ensemble de tous les

¢événements élémentaires qui décrivent sC et c(sC) est I'ensemble de tous les
événements élémentaires de plus petite extension dont I'extension contient

(s®)'=s'.

sC= (U yp(wi)/ wi€lsiQ}. Cette propriété résulte immédiatement de la

définition des objets symboliques complets et de la propriété 1) de la
proposition 2.

s¢ = { N ej/ejec(s)}. En effet, par définition de I'intersection symbolique
M e estla conjonction des événements élémentaires dont I'extension
symbolique est commune 2 celle des e; qui par définition de c(s) est celle de s€
et donc celle de s (d'aprés 1). Cette conjonction est donc par définition celle
qui donne sC.

De cette propriété on déduit facilement la proposition suivante qui fournit la possibilité
de construire de proche en proche un treillis représentant graphiquement I'ensemble

des objets symboliques complets. m

Proposition 7

1) Si un objet symbolique s est l'union ou Il'intersection d'autres objets
symboliques, alors s est complet.

2) L'ensemble des objets symboliques complets muni de I'ordre symbolique est
un treillis.

Démonstration

1) Supposons que s = s1 U 52 avec sq, s2€ S. Par définition s est la conjonction
de tous les événements élémentaires de plus petite extension 2 contenir
s'1 U s'2 et a fortiori s'2s'1 U s'2 donc s = sC. On peut faire une
démonstration analogue pour l'intersection.

2) L'ensemble des objets symboliques complets muni de I'ordre symbolique est

un treillis puisque tout couple est borné supérieurement (resp. inférieurement)
par l'union (resp. l'intersection intérieure) symbolique d'apres la proposition
4 et que de plus ces bornes sont des objets symboliques complets d'apres 1).
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5.2. Affinement d'un objet symbolique

On dira qu'un objet symbolique est d'autant plus affiné que les événements
€lémentaires qui le définissent ont une extension proche de celle de s.

Pour exprimer le degré d'affinement d'un objet symbolique, on peut par
exemple utiliser un critére du type :

A@)= 1 - card (U ¢'i(s)\ N e'i(s)) ou les ej(s) sont les événements
card (U e'i(s))

€lémentaires de s.

Exemple :

s = [y1=1]A[y2=1] en reprenant les données de la figure 8 donne :
1 3
A(s) = 5 card (Q-(w3,w4]) =5 .

Un objet sera dit "affiné" si A(s) = 0.

5.3. Simplicité d'un objet symbolique

On dira qu'un objet symbolique s est d'autant plus simple que le nombre
d'événements élémentaires qui le décrit est proche d'un ensemble d'événements
€lémentaires de cardinal minimum dont la conjonction notée sp a la méme extension.

I n'y a bien sir, pas unicité de sp et la simplicité peut se mesurer par exemple 2 l'aide
d'un critére de type suivant :

S(s) = card d(s) - card (d(sp)).

En reprenant I'exemple précédent avec s = [y]=1]JA[y2=1] on a sp = [y4=1] d'ob
S(s) = d(s)-d(sp)=2-1=1.

On peut combiner la simplicité et 1a complétude d'un objet symbolique en définissant
sa "redondance” par I'écart entre le cardinal de sp et celui de c(s). Un objet
symbolique peut étre 2 la fois simple et complet (comme par exemple un objet

élémentaire ws’i) sa redondance est alors nulle.
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6. QUALITE DES CLASSES D'OBJETS SYMBOLIQUES

Comme nous I'avons fait pour les objets symboliques, pour étudier les qualités d'une
classe, il faudrait d'abord définir ce que 1'on entend par extension, ordre, union et
intersection de classes. Une fagon simple de procéder consiste 2 associer A chaque
classe un objet symbolique (en prenant par exemple I'union ou l'intersection des
objets de la classe) puis 2 utiliser sur ces objets les différentes notions, propriétés et
qualités des objets symboliques. On pourra dire qu'une classe est complete, affinée
ou simple si I'objet symbolique que I'on a décidé de lui associer satisfait ces qualités.

On peut aussi plus directement considérer que I'extension d'une classe est I'union ou
I'intersection de I'extension des objets de 1a classe. Pour I'ordre on peut dire qu'une
classe est inférieure 2 une autre si son extension est contenue dans celle de l'autre ou
si son plus grand élément (au sens de l'ordre symbolique) est inférieure au plus petit
€lément de l'autre etc...

On peut attribuer aux classes les propriétés des objets qui leur sont associées mais on
peut aussi leur attribuer des propriéiés caractéristiques de la notion de "classe".
Décrivons en deux : la stabilité et I'effritement.

Stabilité d'une classe : c'est la capacité d'une classe 2 &tre représentée par l'objet
symbolique de plus petite extension qui contient 'union des extensions des €léments
de la classe .

On peut donc exprimer la stabilité d'une classe C dont les €léments sont notés cj, par
exemple, a I'aide du critére suivant :

st(c) =card U ¢jlQ - U IcjlQ)

Ce critere a toujours un sens puisque I'on sait par définition que I'union symbolique
de deux objets symboliques doit contenir I'union de leur extension. En utilisant la
propri€té d'associativité de I'union symbolique on peut généraliser cette propriété a

plusieurs objets et on a donc toujours U IcjlQ) C U cjlq.

On dira qu'une classe C est stable si st(C) = 0. Cela est équivalent a dire que
p(1U ¢ilQ)=¢( U I cilQ) puisque ¢ est une bijection et donc que

(U ¢i)'=U ¢(cilQ)=U ci' (remarquer que dans (Y i)' I'union est symbolique
alors que dans U ¢’ elle est ensembliste).

Exemple :
Reprenons les données de la figure 8, et considérons la classe C = {w;,

[y1=1]Aly3=1], [y4=1]} on a : U cj = [y1=1] puisque U IcjlQ = (w2, w3, w4)
d'od st(C) = card ((w],w2, w3, w4} - {w2, w3, w4) ) = 1. Donc C n'est pas
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stable. Par contre C = {wg, wi] ou laclasse C2 = {wi, wi} est stable.

Soit Ct I'ensemble des classes stables formées d'éléments de ¢ (€2) et telles que pour
tout w8 e CeCy onait (wS)' € C. On a alors la proposition suivante:

Proposition 7

Il existe une bijection entre l'ensemble des classes stables Cy et l'ensemble des objets
complets.

Démonstration

Notons O¢ l'ensemble des objets ,f l'application Oy — Cg qui associe a tout objet
complet, la classe formée des €léments de son extension et g I'application Cy — Oy
qui associe 2 toute classe de Ct I'union symbolique de ses éléments.

Montrons que C=f(s)=s' est une classe stable. Puisque s est complet on a s=s€ et
donc d' aprés la troisiéme propriété de la proposition5 I'union symbolique des
éléments de C=s' est s et son extension symbolique est s'=C donc C est une classe
stable.

g(c) est complet ¥V C e Ct puisque par définition c'est une union d'objets

symboliques. L
reste 3 montrer que f et g sont des applications inverses I'une de l'autre.

Pour cela montrons que fog (C)=C et que gof(s)=s. On a

fog (CO)=f({U wS /wSeC})=(U wS) par définition de f et g donc
fog(C)=U (wS)'=C puisque C d'une part C est une classe stable et d'autre part
(wS)' € C par hypothe¢se .On a aussi gof(s)=g(s)={ U wS /wSes'}=s puisque s
est complet. m

Effritement d'une classe : c'est le plus petit nombre d'objets symboliques

ae A C S dont la réunion des extensions est contenu dans l'extension des éléments
d'une classe C tout en s'en €cartant le moins possible.

Etant données une classe C C S d'éléments générique cj et une classe AC S
d'élément générique aj, on peut, par exemple, utiliser le critére suivant pour mesurer
I'effritement :

E1(C) = Min {(1+card(U IciiQ\U lajlQQ)) card AIA C S : lajlQ € U ¢jlQ}. Si l'on
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impose 2 s d'étre tel que U IcjlQ =U lajlQ) on obtient le critere :

E2 (C) = Min {card A/U lajlQ = U kilQ)

E] et E2 sont minimum s'il existe un objet symbolique A tel que A = U Ci. A est
alors complet et E1=E2=1.
E2 est maximum quand A = C et vaut card C.

Exemple :

On prend les données de la figure 8. Soit C = (w;,wg, [y2=1]A[y3=1]}.

L'effritement minimum est donné par A={[y4=1]; wg} on a donc card A=2,
U lajlQ = (w2, w3, w4) U IcjlQ = {w2, w3, wgq} d'ott E1(C) = E2(C) = 2. En
choisissant A = {3} on a (1+card (U IcilQ - U lajlQ)) card A = (142).1 = 3. La

meilleure solution n'est pas unique car on aurait pu prendre aussi A = {[y3=1], wg}

qui donnerait aussi E1(C) = E2(C) = 2.

Remarquons qu'il serait possible aussi de définir un effritement "supérieur” qui serait
le plus petit nombre d'objets symboliques dont la réunion des extensions contiendrait
(au lieu d'étre contenue dans) I'extension des éléments de la classe.

7. QUALITE DES CLASSIFICATIONS

Une classification d'une classe d'objets symboliques C C S est un ensemble de
classes qui recouvrent C. Une partition, une hi€rarchie, une pyramide constituent des
exemples de recouvrement possibles. Une classification peut étre compléte, affinée,
simple, avoir une bonne stabilité et un bon effritement suivant que ses classes ou
leurs représentants ont ces qualités. Comme nous l'avons fait pour les classes, on
peut ajouter 2 ces qualités des qualités caractéristiques des classifications :

Le "degré de recouvrement" des extensions des classes de la classification.

La "qualité de I'héritage” des classes entre elles. Elle peut par exemple étre
mesurée en tenant compte du nombre de classes qui héritent d'une autre classe, de la
quantité de propriétés qui sont héritées et de leur "valeur".
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8. UNE EXTENSION A DES OBJETS SYMBOLIQUES
MULTIVALUES

8.1. Introduction aux objets symboliques modaux

8.1.1. Aspects sémantiques

Afin de représenter la réalité multidimensionnelle il va de soi que I'on ne peut se
satisfaire d'une simple logique booléenne. En effet, dans la pratique on est amené 2
faire intervenir des "jugements"” ou "modes"” portant sur les événements élémentaires
et traduisant différentes sémantiques qui ont par exemple inspirées les logiques dites
"modales” : la sémantique "aléthique” : "il se peut" / "il est certain"; la sémantique
déontique : "il est permis” / "il est interdit”; la sémantique épistemique : "il ignore si" /
"il croit que"; la sémantique temporelle : "par le passé” / "dans l'avenir”. Pour toutes
ces sémantiques nous n'avons considéré que deux modes opposés mais on peut
imaginer de nombreuses variantes de ces modes. Ainsi, si nous utilisons une
sémantique de la "convenance" exprimant par exemple différentes conditions 2
satisfaire pour "convenir” a un emploi, on peut utiliser les modes : M = "il est
nécessaire”, M2 = "si possible” M3 = "il est impossible”, Mg = "il n'est pas
nécessaire”; il ne faut pas confondre “si possible” qui exprime une "préférence” avec
"possible” au sens de I'approche possibiliste (Dubois et Prade (1984)) sur laquelle
nous reviendrons largement au paragraphe 9.5.1. Dans le cas d'une sémantique
concernant la "certitude” on peut avoir mj = "il est absolument vrai", mp = "il est vrai
sous condition”, m3 = "il est absolument faux", mg = "il est faux sous condition".
Les modes peuvent concerner globalement toutes les valeurs prises par un descripteur
dans une classe donnée et donc porter sur un événement élémentaire en s'écrivant

sous la forme ax = M; [yi = V;] od x est associé 2 la sémantique liée 2 la

connaissance du domaine étudi€ : dans ce cas nous disons qu'il s'agit d'objets
modaux "de I'extérieur”. Dans le cas ol les modes portent sur les valeurs prises par
les descripteurs nous obtenons des objets modaux dits de l'intérieur et ils sont de la

forme : ax =% [yi = M; Vil. Nous étudierons ici surtout le cas des objets modaux de

l'intérieur car ceux de l'extérieur ont déja fait I'objet de deux études (voir Diday
(1988), (1990)). Nous allons néanmoins rappeler bri¢vement la définition formelle
des assertions modales de l'extérieur afin de pouvoir les situer clairement par rapport
a celles de l'intérieur. Le cas général ou les modes de l'extérieur portent sur des

événements modaux de l'intérieur de 1a forme 4 M;[y; = Nj V] ne sera pas étudi€ ici.

Dans tous les cas un objet symbolique modal prend ses valeurs dans un ensemble
ordonné (généralement l'intervalle [0,1]).
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8.1.2. Extension dans Q des objets symboliques modaux

Il y a au moins deux fagons de définir lalg. La premiére consiste A considérer que
chaque €lément w € Q est plus ou moins dans I'extension selon que son "poids"
défini par ax(w) est plus ou moins grand; dans ce cas I'extension est donc définie par
tous les couples (ay(w), ®). La seconde fagon consiste & définir un seuil o € a(Q)eta
considérer la a-extension de a, dans Q notée laxlg o comme étant formée de tous les
€léments @ € Q tels que ax(w) > o une autre fagon de procéder consisterait A affecter

un poids 1 ou 0 a chaque w selon qu'il satisfait A 1a condition ax(w) 2 o ou pas.
En plus des modes, les objets modaux peuvent faire intervenir cinq autres notions :

. Lincertain : les valeurs prises par les assertions sur les éléments de  ne sont plus
seulement considérées comme vraies ou fausses mais peuvent prendre une valeur
quelconque dans un ensemble L = {L;,...Ly) (par exemple L) = convient tout 2 fait,
L2 = peut convenir, L3 = ne convient pas, L4 = ne convient pas du tout) ou
I'ensemble L = [0, 1]. -

. La variation : en effet, comme pour les assertions booléennes du § 1.2.3 de 1a forme

a=%[yi = Vil I'événement [yi = Vil, utilisée dans les objets modaux de I'extérieur,
exprime le fait que les éléments de l'extension de a peuvent prendre une valeur qui
varie parmi celles de V;. Dans le cas des objets modaux de l'intérieur cette valeur peut
étre qualifiée d'un mode (exprimant un degré de possibilité ou de fréquence par
exemple).

. Le doute : il se produit surtout au niveau des objets €lémentaires; pour un tel objet
chaque descripteur ne doit prendre qu'une seule valeur, s'il y en a plusieurs (i.e. V;
non réduit a un singleton) cela exprime nécessairement un doute (et non une
variation!) puisque I'on décrit un objet représentant un individu unique.

. L'imprécision : elle se produit au niveau des valeurs prises par les descripteurs, par
exemple I'événement [taille = 12 + 0.5, 20 + 1] exprime une variation ou un doute
entre deux valeurs imprécises au contour précis; la premitre varie dans l'intervalle
[11.5, 12.5] et 1a seconde dans l'intervalle [19, 21].

. : il se produit aussi au niveau des valeurs prises par un descripteur : c'est
le cas ob le contour de I'imprécision n'est pas trés bien connu par exemple
[yi = grand] ol grand est représenté par une application de O; — [0, 1] prenant la
valeur maximum & 1m95 et décroissant 3 mesure que l'on s'éloigne de cette valeur.
Une autre application peut étre associée a trés grand, moyen etc., (voir par exemple,
S. Despres (1988)).
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8.2. Assertions modales de l'extérieur

8.2.1. Un exemple

Afin de fixer les idées avant de donner la définition formelle, nous allons nous
appuyer sur un exemple simple utilisant les modes de convenance M; A Mg et m; 2
m4 que nous avons introduit en 8.1.1. Remarquons d'abord que ces modes sont liés
entre cux par une "table des négations” : 1 M] = M3, 1 M2 = Mg, TM3 = My,
1My =Mz et m =1m3, mp = Imyg, m3 = Im), mg = Tm2. Par souci de
cohérence, on est obligé d'admettre qu'un méme événement ne peut étre associé A
deux modes différents; autrement dit, un expert devra se prononcer définitivement sur
le fait qu'un événement est par exemple "nécessaire” ou "possible”, "absolument
vrai” ou "vrai sous conditions” etc.

On suppose enfin que l'axiome de base des logiques modales est satisfait ici, a savoir
par exemple, que l'affirmation : "il est nécessaire d'avoir le diplome X" est identique
a "il est impossible de ne pas avoir le diplome X".

Ces trois conditions peuvent étre résumées sous la forme suivante :

i) Vi3j:Mi=T1TM;. (table des négations)

ii) e étant un événement €lémentaire booléen,on a:
Mie=Mje=>M,;=];
iii) M; e = 1 M; 1 e (axiome des logiques modales).

L'exemple suivant a pour but d'introduire de fagon intuitive la notation des objets
modaux de I'extérieur et la fagon de calculer leur extension avant de donner leur
définition formelle.

Exemple :

Dans une annonce d'offre d'emploi, une entreprise indique qu'elle recherche une
personne dont I'dge est nécessairement compris entre 25 et 35 ans, dont le diplome
peut étre du type D) ou D2 et qui ne peut étre étranger. Cette annonce peut s'exprimer
par I'objet modal de I'extérieur suivant ol rappelons-le M = il est nécessaire, M2 = si
possible, M3 =il est impossible :

a = M; [dge = [25, 35]] A M3 [dipléme = D1, D2] A M3 [Nationalité =
étranger].
Un candidat qui se présente satisfait aux conditions suivantes : il a 27 ans, sous
certaines conditions (d'équivalence 2 vérifier) il a un diplome de type D2 et il n'est pas
frangais. On peut le décrire par 'objet €lémentaire ou rappelons-le m; exprime un
degré de certitude et m =il est absolument vrai, m; = il est vrai sous condition, m3 =
il est absolument faux :

S = m) {age = 27] A my [dipldme D3] A m3 [nationalité = frangaise].
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Le probléme est de savoir dans quelle mesure @S satisfait 2 I'assertion a. Pour
répondre 2 cette question, il faut extraire de la sémantique du domaine étudié deux
tables qui viennent s'ajouter 2 celle des négations. La premitre permet de connecter
les M;j avec les m; pour obtenir des L;j exprimant un degré de convenance entre M; et
mj et de définir ainsi une fonction g dite de comparaison ; la seconde f dite
d'agrégation permet de faire la conjonction des Lj. Grice  1a table des négations et du
fait que les descripteurs ne prennent qu'une seule valeur pour des objets élémentaires,

on peut toujours transformer par une opération dite de "normalisation” soit a, soit S
de fagon que les événements €lémentaires de oS satisfassent ceux de a. Ainsi, dans
notre exemple, en remplagant dans S, m3 [nationalité = frangaise] par m; [nationalité

= étrangere], on se ramene 2 ce cas. La table des connections telle qu'elle a été utilisée
par exemple par Lukasiewicz (1920, 1930), Bochvar (1939) ou Kleen (1952) en

logique multivaluée, permet de définir la fonction de comparaison g :mxM — L telle
que g (m;j, M;) = L. Dans notre exemple on choisit : L = (L, Lo, L3)avec L) =
convient, Ly = peut convenir et L3 = ne convient pas.

m | m; m m3 m4
M
M; L Ly L3 Ly
M L L L L
M 010, — T — 17—
Mg JTo JT, TG T,

Table 1 : g(m;, M;j)

LlL; Ly L3

L
L, L Lo L3
L L, 1L; L3
L3 L 1L Ls

Table 2 : Lj A Lj = f(L;, L;)

La table 1 définit ces connections pour notre exemple; remarquons que telle qu'elle est
congue dans "possible” I'expert exprime une connotation "si possible” (ou encore "il
vaudrait mieux") et dans "pas nécessaire" une connotation "plutdt pas si possible" (ou
encore "il vaudrait mieux pas"); dans le langage courant on dit par exemple dans ce
sens : "il n'est pas nécessaire” de dire que.... Remarquons de plus que la table 1

satisfait & la propriété g (mi,'IMj) =g (Tm;, M;)) qui est indispensable si 1'on veut
éviter des incohérences au niveau de la normalisation; par exemple si l'on a nécessaire

€1, si possible e; et que e satisfait 2 Te; il faut que la comparaison de impossible Je;
avec si possible e donne le méme résultat que celle de nécessaire e) avec pas
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nécessaire lep si le; satisfait A e); par exemple si e = [nationalité = frangaise], e3 =
[nationalité = étrangeére]. Connaissant g et aprés avoir réalisé l'opération de

normalisation on définit la valeur de a pour  par
a(e) = { glen, M} ).

Pour calculer cette conjonction, il faut utiliser la table 2 des agrégations. Dans ce cas,
clle a €t€ construite en posant simplement f (Lj, Lj) = Lmax(i j) qui convient bien 2 la
sémantique de I'exemple au cas ol I'expert veut étre sévére écc qui peut se produire si
par exemple il y a beaucoup de candidats pour peu de portes); on aurait pu aussi
choisir des régles majoritaires en considérant que f est définie sur I'ensemble des
parties de L : P(L). Il est possible de définir des fonctions de comparaison et
d'agrégation satisfaisant & différentes sémantiques et surtout a des propriétés
mathématiques (symétrie, associativité, commutativité, idempotence etc.) garantissant
leur cohérence, nous reviendrons sur cet aspect au § 8.5.
Afin de conclure sur 'exemple, nous avons :

a(w) = g(my, M) A g(mp, M2) A g(mj, M3) =L; AL AL3 =L3 donc  ne
convient pas.

8.2.2. Définition d'une assertion modale de l'extérieur

Nous avons introduit en 8.2.1 tous les €léments nécessaires 2 cette définition. On
suppose que les hypothéses i), ii), iii) sont satisfaites; étant donnés deux ensembles

de modes M={M;}, m={m;} et L={L;}, une fonction g : m x M — L satisfaisant 2 la
condition g(m;, 'le) = g(Im;, M;j), une fonction d'agrégation f : P(L) — L et des

applications z : QS — m telle que si @S = 4 ¢; alors z; (®%) = m; ol m; est le mode
associ€ a I'événement élémentaire e;.

Définition
Un objet modal de I'extérieur est une application ayy de S2dans L* o Y = (y},...,yp)

etV =(V],.,Vp), notée a = Y Mi [yi = V] telle que si @5 = 4 e; oi les e; sont
normalisés par rapport d a, a l'aide d'une table de négation alors

a(w)=%ug(miM)=%uLi=f(L1, L2,..Lx)sii=1K.

Remarquons que les assertions classiques constituent un cas particulier d'assertions
modales de I'extérieur. En effet, il suffit que les M;, m;, L; et f (L, Lj) ne puissent
prendre que la valeur vraie ou fausse et que g (mj, Mj) =m; A Mjetf (Lj, L)) =L; A
L;. I est aussi possible de définir les hordes et des objets de synthése modaux de
I'extérieur et de montrer qu'il s'agit d'une généralisation des hordes et des objets de
synthése booléens.
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8.3. Objets modaux de l'intérieur

8.3.1. Lien avec les objets modaux de I'extérieur

Contrairement aux objets modaux de I'extérieur de la forme a = 2 M [yi = Vilou le
mode M; porte globalement sur I'événement [yi = Vil relatif 2 la classe C décrite par

a, les objets modaux "de I'intérieur” sont de la forme a = 2 Lyi = Mj Vj] ot le mode

M; concerne chaque V; ¢ O; associ€ 2 cette classe C. L'exemple suivant montre que
I'on ne peut pas mettre en facteur des modes "intérieurs” pour obtenir un objet modal
de l'extérieur.

Exemple :

Supposons que I'on attribue la valeur "rare” i toute occurence inférieure ou égale 2
20% et que la couleur d'une espice puisse varier de fagon équiprobable entre
seulement cinq couleurs possibles. Cette espéce satisfait 2 I'événement élémentaire
modal de l'intérieur (que nous formalisons en 9.3.2) suivant :

e1 = [y; = rare rouge, rare orange, rare rose, rare violet, rare mauve]
On voit que cet événement modal de I'intérieur a une signification toute autre que
I'événement modal de l'extérieur suivant obtenu par la mise en facteur de rare :

e2 = rare [y; = rouge, orange, rose, violet, mauve]
qui exprime le fait que rarement dans cette espéce la couleur peut prendre une valeur
parmi rouge, orange, rose, violet ou mauve, ce qui est faux si ce sont les seules
possibles. Par contre I'objet modal de I'extérieur suivant :
e3 = toujours [y; = rouge, orange, rose, violet, mauve] exprime une information
moins riche que €] mais exacte (2 savoir que seules ces cing couleurs peuvent étre
prises). Les objets modaux de I'intérieur et de l'extérieur se distinguent aussi par
I'inaptitude des objets modaux de Il'intérieur 2 utiliser la formule de base des logiques
modales quand une variable peut prendre plus de deux valeurs.
Rappelons que dans le cas des objets modaux de I'extérieur cette formule s'exprime
sous la forme suivante :

e =M;[yi=Vil = 1M llyi = Vil = TMi [yi = Q\Vj]
L'intérét de cette formule tient au fait qu'elle permet de calculer e(w) grice a une table

de négations méme si @S = m; [y; = v;] avec v; hors de Vi. Tel n'est pas le cas des
objets modaux de l'intérieur d&s que les modes portent sur plus de deux valeurs

ve Vi C Oi.
En conséquence, dans la définition des objets symboliques modaux de l'intérieur, on
est amené 4 faire intervenir la valeur "incompatible” que peut prendre e(w) dans le cas

ol y;j(w) est hors de V;j si e = [y; = Vj].

On pourrait penser que les objets modaux de I'intérieur constituent un cadre plus
général que ceux de l'extérieur en remarquant qu'il est possible d'exprimer un
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événement de la forme e = M; [y; = Vil sous la forme e = [y; = M; V] ou M; porte
globalement sur Vj; par exemple, il est équivalent de dire : “il est nécessaire que I'dge
soit compris entre 20 et 25 ans” et "I'dge doit étre nécessairement compris entre 20 et
25 ans". Cependant, ce n'est pas le cas, en raison de la possibilité pour les objets
modaux de l'extérieur d'utiliser deux sémantiques qui peuvent étre différentes au
niveau de I'assertion modale et au niveau des objets symboliques élémentaires. Bien
que cela puisse certainement se rencontrer dans la pratique, nous avons évité dans ce
texte d'étendre les objets modaux de l'intérieur & cette possibilité afin de ne pas trop
alourdir le formalisme, qui devient vite complexe en raison de la multiplicité des
modalités, ce qui n'est pas le cas pour les objets modaux de I'extérieur.

8.3.2. Définition d'un objet modal de l'intérieur
On se donne :

. MX un ensemble de noms ou de nombres exprimant les "modes” associés & une
connaissance du domaine ou sémantique appelée "x".

Exemples :

. MX = {rarement, parfois, souvent)
. Mx =[0,1]

.Qi= (q"i) j l'ensemble des applications q’l de O; dans MX,

. yi un descripteur, application de Q dans Q;.

. OPy trois opérations "ensemblistes” définies dans Q; :
U x, M x, Cx qui sont respectivement des opérations d'union, d'intersection et de

complémentation exprimant la sémantique x. (On notera parfois cx (q;) =Q;).
Exemples :

1 2 1 2 1 2 . 1 2
. q; Upq; =Max(q;, q}); q; Npq; =Min(q;, qj)

Seules opérations "idempotentes” d'aprés Bellman et Giertz (1973) (voir annexe 1).

1., 2 1.2 12 .12 . 1.2 12 . 132
-q; Upr @y =q; +qj - q; g5 08 q; 4;(V) =q;(V) q;(v) q; N qj =Min(q;, q)

Ces opérations sont dites "archimédiennes” et font partie d'une grande famille
d'opérations qui satisfont les mémes propri€tés, étudiées par Shweizer et Sklar
(1960). ’

. gx est une application dite de "comparaison” de Qi x Qi dans l'espace
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"d'interprétation” Ly ordonné et parfois identique A MX,

Exemples :
1 2 .1 2
- 8x (95, 9) = Sup {Min (Q; (v). g{(v)) /v € O;) € MX (Zadeh (1978)).

. Bx (q}, q%) =< q%, q% > € [0,1] si <, > est le produit scalaire classique et

Mx = [0,1].

fx est une application symétrique, dite d'agrégation de P (LX) (les parties de LX) dans
Lx,

Exemple

VLc L* f(L)y=Min (L;/L;e L}.

On note Y = {y;} un ex;scmblc de descripteurs et V= (V;} = {(gD)}j< Qi un
ensemble de parties V; de Q;.

Définition d'un objet modal de l'intérieur (mi)

Etrant donnés 0{’,, 8x et fx , un objet mi est une application ayy de 2 dans L* notée

a=4x[yi= {q’i}f] telle que si w € Q est décrit pour chaque ipary;(w) = {'ji}i cQ

alors ayy (@) = ({8x (Y d}, Yxrls}).

On notera Ay I'ensemble des objets mi associés A un domaine de connaissance x; @

I'application de Q dans Ay telle que P () = S =%4 [yi = y; ()]. On peut induire sur
A x les opérations OP, qui ont été définies sur les Qi en posant

ajspay= 'i\x [yi=qi »x qj] quel que soit #x (resp.«4) appartenant a Opy (resp. OP,p);
de méme on peut associer 2 Q des opérations OPq induites par ¢-! en posant ¢! ((oi
*A (03) =@l ((oi) s @] (Lo;) ; il est alors facile de montrer que OP4 et OPq

satisfont aux mémes propriétés algébriques; par exemple, si OPy est idempétcnt (voir
annexe) alors OP4 et OPq le sont également.
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Remarque : tous les opérateurs ensemblistes n'apparaissent pas dans la définition,
mais il est sous-entendu que les qu peuvent avoir €té obtenus apres utilisation de ces

opérateurs; remarquons aussi que les éléments de I'ensemble [q'}] expriment une

disjonction de variation alors que les €léments de [xji] j expriment seulement un doute

sur I'objet unique w. Les choix des opérateurs ensemblistes OPx d'une part et des
fonctions de représentation gy et d'agrégation fy d'autre part nécessitent une certaine
cohérence; certaines sémantiques particuli¢res ont été largement étudi€es et ont donné
lieu & des théories dont on peut s'inspirer pour faire ces choix; c'est ainsi que 1'on
procede par la suite en introduisant des objets dits possibilistes ou probabilistes.

8.4. Un exemple : une sémantique des "intensités"

La connaissance du domaine (x = i pour intensité) concerne des formes exprimées par

0, = {arrondie, étalée}, Oy = {retroussée}, d'intensités diverses; M* = {trés, assez,
peu, trés peu, nil}. On considére que nil v = @ autrement dit n'apparait pas dans la
description de a. Soit un objet modal de l'intérieur a = [y; = peu étalée, assez

arrondie] A; [y2 = peu retroussée] qui décrit un ensemble de piéces d'usinage qui sont
soit peu étalées, soit assez arrondies et dans tous les cas peu retroussées. On dispose

maintenant d'une pi¢ce @ € 2 décrite par :
s = [y; = plut6t arrondie] A; [y2 = peu retroussée, trés peu retroussée] exprimant

que @ est plutdt arrondie et qu'elle est peu ou trés peu retroussée (il y a doute); ainsi
au méme élément de O3 il correspond deux modes différents.

On définit g 'application de Oj dans M* telle que : q; (étalée) = peu et q; (arrondie) =
assez, q2 (retroussée) = peu. De méme, on définit 1; de Oj dans M* telle que : )

(arrondie) = plutot, ry (€talée) = nil; r; (retroussée) = peu, rg (retroussée) = trés peu.

Pour le calcul de a; (w) on utilise les connaissances du domaine fournies par l'expert :
. Une table des négations : comme O) ne contient que deux valeurs, il est facile de

construire une telle table d'ot 'on déduit que :
peu étalée = (Ppeu) (1 étalée) = treés arrondie en appliquant I'axiome des logiques

modales. On transforme ainsi q; en q} : q} (étalée) = nil, q} (arrondie) = trés, q%

(étalée) = nil, q% (arrondie) = assez.

205




. Une taxonomie permettant de définir I'union U i : elle permet de remplacer {"tras"
ou "assez"} par "plutdt” et {"peu” ou "tres peu"} par "faiblement” d'ou q} Ui q% =
q) est telle que qy (étalée) = nil U ;nil = nil et q; (arrondie) = trés U ; assez =

plutdt. De méme en utilisant "peu” U ; "trés peu” = "faiblement" on obtient rp
(retroussée) = faiblement.

- Une table permettant de définir la fonction de comparaison

gide Qi x Qi — L; = {convient, peut convenir, ne convient pas}.

On obtient ainsi :
8i (q1, 11) = gx (plutdt arrondie, nil étalée), (plutdt arrondie, nil étalée) = convient et
gi (q2, r2) = gj (peu retroussée, faiblement retroussée) = peut convenir.

- Une fonction d'agrégation fj de P (Li) dans Li. On définit Li par L; = convient,
L2 = peut convenir, L3 = ne convient pas et on choisit fi (L, L) = Lmin(jx)-

Finalement, le calcul de a (w) peut se faire comme suit :
ax () = gi (q1, T1) Ai i (q2, 12) = f; (convient, peut convenir) = peut convenir

8.5 Objets modaux de l'intérieur associés
a différentes sémantiques

8.5.1. Objets possibilistes

8.5.1.1. L'approche possibiliste

Rappelons d'abord les axiomes de base de cette approche. La présentation que nous
donnons ici est celle Dubois et Prade (1984) A 1a seule différence que nous

remplagons "I'espace des événements" par l'ensemble des parties P (Q) d'un
ensemble Q.

On appelle "mesure de possibilité" une application notée IT de P () dans [0,1]
satsfaisant aux axiomes suivants :
MHNDEQ=1M1I@@=0

(2)VA,BCQ IT(A U B)=Max (Il (A), I1 (B))
La "mesure de nécessité" associée 2 IT est une application N de € dans [0,1] telle que

(B)IT(A)=1-NA)oh A=c(A)estle complémentaire de A dans Q.
11 en résulte facilement que N (@) =0; N (A N B) = Min (N (A), N B));
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IT( L)AD = Max ([T (A)); N (D Ad = Min (N (AD); IT(A) <TI(B) si A C B ; Max

(T1 (A), TI(R)) = 1; Min (N (A), N (A)) =0; TT (A) 2 N (A); N (A) > 0 implique TI
(A) = 1;TI (A) < 1 implique N (A)=0; IT(A) +TI(A) 2 1 et N(A) + N (A) < 1.

Afin de faire "intuiter" simplement cette notion, Dubois et Prade (1984) utilisent
l'exemple suivant : soit I1g (A) (resp. Ng (A)) la possibilité (resp. la nécessité) pour
que @ € Q soit dans A sachant qu'il est dans E. Cette possibilité est une application
de P (Q) dans {0,1} elle vaut 1 si elle s'avére exacte et 0 sinon, ITE(A) est nulle si A

N E=@etvautlsiA N E#@. OnaaussiNE(A)=1siECAetNg(A)=0
dans le cas contraire. On peut alors vérifier facilement que les trois axiomes de base
sont satisfaits. Remarquons que I'lg (A) + Ilg (A) = Q si Ng (A) + Ng (A) = 0 qui se
produit quand A intersecte E sans y étre inclus.

La théorie des possibilités modélise différentes sortes de connaissances et au moins
les trois suivantes :

i) La possibilité "physique" : il s'agit d'exprimer la difficult¢ matérielle pour qu'une
action puisse étre effectuée, "un moineau a la possibilité (physique) de voler".

ii) La possibilité au sens d'une "concordance avec une connaissance actuelle” : ayant
écouté le bulletin météorologique "il est possible qu'il pleuve aujourd'hui”.

iii) La possibilité exprimant un "non - étonnement” : on peut la construire a partir
d'une densité de probabilité de fagon & ce que son mode (donc I'événement de non -
étonnement maximum) ait une possibilité égale 2 1 et les inégalités suivantes

IT(A) 2 Prob (A) 2 N (A) soient satisfaites.

On peut opposer (comme le font Dubois et Prade (1984)) le premier type de
possibilité aux deux autres en considérant que le premier exprime une possibilité
objective indépendante de celui qui I'énonce, alors que i) et ii) expriment un jugement
qui engage plus ou moins son auteur. A contrario, on peut opposer la derniére (quand
elle est issue d'un calcul de fréquences) plus "objective” aux deux premiéres issues de
connaissances "subjectives” de I'expert.

. Nous allons illustrer la premiére sémantique par un exemple de “"possibilité
physique”, mais définissons d'abord les objets dits "possibilistes”.

Considérant que chaque Q; est un ensemble de mesures de possibilité sur O; nous
avons la définition suivante :

Définition

Une assertion possibiliste est une assertion mi qui prend ses valeurs dans LP = [0,1] ;
elle est définie par :
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1 2 1 2 1 2. 1 2 .1 2
.OPp : VQ[»Qi €0 q; Upgq; =Max(qi,qi ) q; npgq; =Min(q;,q;);
quG g: cp(q)=1q PR
-8p  8p(q;.q;) = Sup {min (q; (v), q; V) /ve Oy

Jp: VL € LP=[01]f(L)=Max{l/le L).

Ici LP = [0,1] pour simplifier, mais nous aurions pu rester purement qualitatifs en
utilisant des tables pour construire OPp, voir par exemple Goguen (1974) qui

remplace LP par un treillis. On peut démontrer (Bellman et Giertz (1973)) que OPp
satisfait aux propriétés ensemblistes des opérations dites "idempotentes" (voir annexe
1).

On dit que les assertions mi que nous venons de définir sont possibilistes car elles se
mettent sous la forme a = 'i\p lyi= (q'}} jl et que les q’l sont des mesures de possiblité

sur Oj mais aussi parce que 'on peut montrer (Diday (1990*)) qu'une assertion
possibiliste est une mesure de possibilité sur I'ensemble Q dont les éléments
considérés comme des mesures de possibilités sont munis d'opérations OPp
idempotentes induites  partir de OPp sur les Qi comme nous I'avons indiqué au
paragraphe 8.3.2 ; plus précisément c'est une mesure de possibilité de "2° niveau" par
analogie aux ensembles flous de 2° niveau (Zadeh (1971)) puisqu'il s'agit de
possiblités de possiblités munies d'opérations OPp. On peut de méme définir un objet

"nécessitiste”, il suffit pour cela de remplacer apparapgtelque Voe Q a,; (0) =
1-ap (c (w)) ol si S =14y [yi =rj] alors ¢ (%) = plyi=c )] = plyi=1-1]et
-1 (c (@9) =c (! (05)) = ¢ () par définition. 11 en résulte que
ap(w) =1-4p gp (q;, 1) D'od ap (@) = 1 - fp ({gp Qi D)) =1- Max gp (qi, 7i)

=1-max {sup (min (qj (v),Ti (v} /v € Oj});

=min {1 - {sup min (g; (v),T; (V)) /v € Oj) };

=min {inf { 1 -min (qj (v), T (V)) /v € Oj} };

= min inf {max (1 - qj (v), ri(v)) /v € O;}

d'ot finalement ap (w) = min gy (qi, 1)

D'ot finalement un objet nécessitiste est défini par OPp,
gn (i, i) = inf {max (g (v), 1 (v))/ v € O;} et fy = min.
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Exemple de possibilité physique

Q est un ensemble de repas, il s'agit de savoir si un repas satisfait & un régime
concernant le petit déjeuner. Un régime est décrit, pour simplifier, uniquement par la

consommation d'ceufs et de sucre. La variable y; de Q dans Q est telle que y; (@) =

q! décrit pour chaque repas ® le nombre d'ceufs consommés vjl et la possibilité q!

(vJ )= o’ qui lui est associé; de méme y2 de Q dans Q, décrit pour chaque repas ® la
1 1

possibilité définie par q2 = y2 (@) qui est associé au nombre de sucres consommés; si
le nombre d'eufs ou de sucres consommés au cours d'un repas est connu de fagon
exacte, on lui associe la possiblité€ 1 ainsi qu'aux nombres inférieurs et 0 aux autres.
S'il y a doute (la personne ne se souvient plus trés bien) on se raméne au cas
précédent en utilisant un procédé€ qui sera indiqué ci-dessous.

Un menu de régime s'exprime sous forme d'une assertion possibiliste a = {p [y; = qi
ol q; donne la possibilité associée au nombre d'ceufs (i = 1) ou de sucres (i = 2)
consommables si l'on veut étre fidele au régime. Pour un repas pour lequel il y a
doute sur le nombre d'eufs consommés, par exemple on hésite entre plusieurs
valeurs D = {v;} par mesure de prudence on remplace D par son v de plus faible
possibilité dans le q; défini par le régime. Afin que a soit une assertion possibiliste, il
faut que g; soit bien une mesure de possiblité sur Oj; mais cela traduit-il bien la
sémantique du domaine ? La réponse est positive puisque q; (Oj) = 1 puisque la
possxbmté de manger n 'importe quel nombre d'ceufs (y compris 0!) est 1; d'autre part

V3) ou Vi, V2 € O;est la plus grande possibilité des deux; par exemple
51 la pOSSlBlh[é de manger 1 ceuf est 1 et 10 ceufs est O la possibilité de manger: 1 ou
10 ceufs, est bien 1.

Le calcul de ap (w) se fait de la fagon suivante si

p={y1=qilalyz=qeto=[y1=n]Aly2=rj

ou g est défini par q; (0) =q; (1)=1,q; (2) =0.5,q1 (3) =0.5 et q1 (§) = 0 pour j
>3,q20) =q () =q =10 (3)=08,q (@) = 04, q G) = 0 pour j > 5;
d'autre part les rj sont définis parr) (O)=r1 (1) =11 2)=1etr; GD=0sij>2;
r2(j)=1pourj=0,1,2et0sij>3. D'ou (voir figure 10) :

ap (w) = gp (q1, 11) Ap &p (q2, 12), gp (Qi> i) = max {min (qj (v), rji (v) /v € Oj}
d'od gp (qQ1, 1) =1, gp (q2, 12) = 1, dolt ap (W) =1 Ap 1 =1p (1, 1) = max (1, 1),
finalement ap () = 1 qui exprime la possibilité que w satisfasse au menu.

On peut aussi calculer (voir figure 10) a, (w) = gn (q1, T1) Ap gn (92, T2) ; 1 est
définiparq1 0)=1-q1 (0)=0=q1 (1), q1 2 =0.5,q1 (3)=0.5,q1 G) = 1 pour j
>3 0)=2DW=22)=0,02(3)=0.2,32(4) =0.6,q2 () = 1 pour j > 4.
an (@) = gn (q1, T1) An gn (q2, T2) = 4o min max (G (v), i (v)) = 0.5 Ap 0.2 =

Min (0.5, 0.2) = 0.2
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Figure 10

La nécessité exprime I'écart entre le bord de r (i.e. ses faibles valeurs) et q ; c'est-2-
dire ici, I'écart entre les faibles possibilités du repas et celles du régime; autrement
dit, si le repas a tenu compte des possibilités du régime : la nécessité est d'autant plus
grande que I'on a mangé ce que I'on pouvait; pour savoir s'il s'est écarté des faibles

possibilités du régime (i.e. I'écart de r au bord de q) il faudrait calculer w: (@) =%ngn

(ri, Gi), la nécessité serait alors d'autant plus grande que l'on s'écarte moins des
faibles possibilité du régime. On a :

w‘s1 (a) = Ynmin max (5, qi) = 0.5 A 1 =0.5

Exemple de possibilité au sens d'une concordance avec une
connaissance actuelle

Un expert décrit une classe d'objets sous la forme suivante :

¢p = [taille = [autour de [12,15], environ {17}] (on se restreint ici pour simplifier 3
un objet décrit par un événement unique) ; Taille est une application d'un ensemble
de plantes Q dans I'ensemble des mesures de possibilité définies sur O = [0, 20]
I'ensemble des tailles possibles ; il s'agit de savoir dans quelle mesure un objet

¢lémentaire wS = [taille = A peu pres 16] satisfait ¢p ; autrement dit la possibilité que @
satisfasse 2 ep. On peut écrire ¢p et @S sous la forme suivante :

ep = [taille = qj, q2] et @S = [taille = r;] ob q1, q2 et r; sont des mesures de
possibilités de O, I'ensemble des tailles possibles, dans [0, 1] représentées figure 11.
On trouvera dans (S. Desfres (1988)) diverses fagons de coder ce type

d'informations. Ici q; (14) =1 et q1 (6) = % exprime le fait qu'un objet ayant une

taille de 14 (resp. 6) a une possibilité 1 (resp. %) d'appartenir a la classe.
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Figure 11
(a) q1 U q correspond aux traits gras

(b) @1 N q2 comrespond aux traits gras

Par définition on a ep (©) = gp(q1 U pqp, r1) =sup {min (q) Upqz(v), 11 (V) /v
€ Q} = 0.8. On peut aussi calculer la nécessité que w a d'appartenir a ep, ;

en(®) = gn(q1 YU pQqz, 1) = inf (max (q1 U p q2 (v), 11 (V))/ ve O} =
inf {max(q1 Np 42, 1(v)) /v € O)} =0.25, autrement dit il y a un grand écart au
bord de r] (i.e. ses petites valeurs) avec q1 U p Q2.

Remarquons que I'événement ep fait intervenir simultanément : "la véracité" car il
n'est pas seulement vrai ou faux sur €2, puisqu'il s'agit d'une possibilité & valeur
dans [0, 1] ; "I'imprécis" puisque les valeurs prises ne sont pas exactes mais peuvent
tomber dans un intervalle [12, 15] ; le "vague” du contour de ces intervalles (exprimé

par les modes "autour de”, "environ") ; enfin la "variation” exprimée par le fait que

les individus de la classe satisfont soit & q), soit 2 q2. L'objet élémentaire w fait
seulement intervenir les notions d'imprécis et de vague.

Exemple de possibilités au sens d'un non-étonnement maximum

La sémantique considérée ici a pour but d'exprimer le non-étonnement vis-2-vis d'un
événement (i.e. d'une partie de O;) qui se produit. Ainsi les "typicités" introduites par
J. Lebbe et R. Vignes (1989) constituent un exemple de mesure du non-étonnement.
Ayant calculé pour une description y; donnée I'histogramme de fréquence h de O; —
{0, 1] associé€ a un échantillon représentatif d'une classe d'objets, la typicité d'un

€lément v € O; est sa fréquence divisé€ par le mode, autrement dit h (v) divisé par

Max{h (v) /v € O;). Dans la pratique les typicités servent aux experts pour exprimer
des connaissances subjectives sous forme de noms ordonnés (atypique, typique, trés
typique, ...). Ces typicités servent de modes aux objets symboliques mi et leur
caractére "subjectif” exprime simplement le fait qu'ils ne sont pas issues d'une
observation immédiate mesurée sur un échantillon mais seulement des connaissances
de I'expert. Ceci n'Ote en rien 2 la qualité de telles connaissances, car elles peuvent
avoir €té acquises par des années voir des si¢cles d'expérience (des connaissances
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géologiques, médicales, botaniques, par exemple) et contenir des informations plus
riches que celles qui seraient obtenues 2 partir d'un échantillon prélevé & un moment
donné qui pourrait étre sujet 2 de nombreux aléas. Quelqu'un a dit que le réalisme
expérimental est une utopie car il cache les "procédures”. Apres cette petite parenthése
qui avait pour but de nous réconcilier avec le "subjectif”, revenons aux typicités ;
remarquons que les typicités sont bien des mesures de possibilités car la typicité de
I'union de deux parties de O; est bien celle de la plus grande et la typicité de O; est
nécessairement 1.

Exemple

Considérons I'événement élémentaire :

€: = [y1 = typique marron, atypique rouge, atypique gris, atypique jaune] et l'objet
¢lémentaire @S = [y) = marron, jaune]. Il s'agit de calculer ¢; (w°), autrement dit, la
typicité de w® dans la classe représentée par e,.

I en résulte que ¢; = [y1=q1] et @S =[y;=r1] ol qq et r] sont deux mesures de
possibilité de O; dans [0, 1] telles que :

q1 (marron)=typique, q; (rouge)=atypique, q; (gris)=atypique, q; (jaune)=atypique
r1 (marron)=typique, ) (rouge)=typique, r; (gris)=atypique, r; (jaune)=typique.
Remarquons que q) exprime une variation dans la classe alors que r] exprime un
doute entre marron et jaune dans la description de w. On a donc

e (®) = gp (q1, 1) = Max{min(q1 (v), 11 (v)) / v € O1) = Max(typique, atypique,
atypique, atypique] = typique.

On peut aussi calculer la nécessité :

f (@) = gn (@1, 11) = min{max(d; (v), 11 W) /v € O;) = min{typique, typique,
typique, typique} = typique.

On voit que cette fagon de procéder n'est pas trés prudente car le doute donne
l'avantage au mode de plus grande possibilité (ici marron) dans la classe. En

procédant comme nous I'avons fait en 8.4. c'est-a-dire en remplagant marron v jaune
par la couleur de plus faible possibilité dans la classe (ici jaune) on remplace ®S par

(of = [y1 = jaune] et on obtient

r1 (marron) =r] (rouge) = r; (gris) = atypique, r (jaune) = atypique ; d'ot
e (w) = max (atypique, atypique, atypique, atypique) = atypique ; de méme

c:‘ = min (atypique(typique,typique,typique) = atypique.
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8.5.2 Objets probabilistes

Rappelons d'abord les axiomes de base (dits de Kolmogorov) de l'approche
probabiliste. Etant donnée C une algébre d'événements sur €, on appelle probabilité
sur (€, C) une application p de C dans [0,1] telle que P (2) = 1 ol Q est identifié 2
un événement dit “certain” d'extension 2 et pour tout ensemble dénombrable
d'événements ¢; d'extension Aj = lejlq disjointeson a :

P (Y Ap= 211 P (Ap.
I résulte immédiatement de cette définition les propriétés classiques suivantes :
P(@)=0,P(A)=1-P(A), AC Bimplique P (A) <P (B),

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(A N B),P(U A)<IP(A).

Remarquons que contrairement 2 ce qui se fait souvent en théorie des probabilités
(voir par exemple Saporta (1990)), les événements e; = [y; = V;] considérés comme
objets symboliques ne sont pas identifiés a leur extension dans Q car la fagon de les
décrire (i.e. leur représentation symbolique) mathématiquement exprimée par le fait
que ce sont des applications de ({nc;ans {vrai, faux} paramétrés par y; et V; peut les
distinguer méme s'ils ont la méme extension; de plus, I'union et l'intersection
symbolique est généralement différente de I'union et de l'intersection ensembliste de
leur extension.

La théorie des probabilités modélise différentes sortes de connaissances et au moins
les trois suivantes :

1) "La chance" : a I'origine du calcul des probabilités il s'agissait de calculer la chance
dans un jeu de hasard; la probabilité d'un événement est mesurée par le rapport du
nombre de cas favorables au nombre de cas possibles (la probabilité d'obtenir 2 et 5
en tirant deux dés est 2 divisé par 36); tous les objets élémentaires sont supposés
avoir la méme probabilité et la probabilité d'un événement se déduit d'un simple
calcul combinatoire utilisant par exemple des permutations et des combinaisons

ii) La fréquence : la probabilité représente une limite "idéale” de la fréquence d'un
événement répété un trés grand nombre de fois ; ainsi, la probabilité d'avoir pile est
la limite du rapport : "nombre de piles obtenus" / "nombre de tirages effectués”.

iii) L'incertitude : il s'agit de probabiliser des événements non répétables mesurant un
degré de certitude sur la réalisation d'un événement portant sur un objet unique : le
nom de la personne que je vais croiser est probablement Paul. La couleur de cet objet
est probablement bleu. Dans le premier exemple, l'incertitude provient d'un souvenir
un peu effacé et dans le second d'un mauvais éclairage. Afin de calculer ces
probabilités, on peut s'aider de probabilités a priori, d'ol I'approche dite
“bayesienne” qui entre dans le cadre de ce point de vue dit "subjectiviste".

Avant de donner un exemple, nous définissons d'abord les objets appelés

"probabilistes”. Considérant que chaque Q; est un ensemble de mesures de probabilité
sur O;, nous avons la définition suivante :
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Définition

Une assertion probabiliste est une assertion mi qui prend ses valeurs dans LPr =
[0,1], elle est définie par :
2 12 1

1 2 1 2 1 2_ 12
OFpr:V4;,4; € Qi q; Uprq; =q; +4q; - q; q 'q; Mor q; = q; q; aurrement

dit l'application qui @ ¥'v € O; associe q‘-l v) q‘? (v);c (qi-) =1- q:

1 2 1 2 1 2 1 2
8pr:V4q;.q; € Oi gpr(q;,4;)=<gq;,q; >=2{q; (v)q; v})Ive £

Jor : for ({Li}) = moyenne des L;.

On peut démontrer que OPp, définit des opérations dites "strictes” ou
"archimédiennes" (voir annexe). peut aussi démontrer (voir Diday (1991) dans un
cadre plus général) que les assertions probabilistes sont des mesures satisfaisant aux
axiomes de Kolmogorov sur Q muni d'opérations archimédiennes induites des
opérations OPpy sur les Q; comme nous l'avons indiqué au paragraphe 8.3.2, pour
cette raison on peut les dénommer "probabilité archimédienne”. Ainsi dans l'esprit de
I'approche symbolique : les probabilités ne sont pas calculées avec des opérations
ensemblistes usuelles mais avec des opérations adaptées 2 la sémantique du domaine
(on ne peut pas unifier des mesures de probabilité comme on unifie des parties d'un
ensemble classique, par exemple, I'idempotence n'est pas satisfaite par l'union
archimédienne). Pour gpr comme pour fp; d'autres choix peuvent étre faits suivant la
sémantique que désire exprimer l'utilisateur ; pour fp par exemple, le produit est
mieux adapté que la moyenne dans des problémes d'identification de pi¢ces d'usinage
ou d'espéce de plantes. En ce qui concerne le choix de I'union U pr» pour fixer les

idées le lecteur peut imaginer deux dés tirés de fagon indépendante, de lois qil et qi2,

qil Upr q?’ (v) est alors la probabilité que 1'événement v se produise dans I'un ou

(non exclusif) dans 'autre ; d'apres le 2° axiome de Kolmogorov on a bien qil Upr qiz
1.2 12 .. 1 2, .
=q; +q; - q; q; mais il faut alors remarquer que q; U prq; n'est pas une loi de

probabilité car les différents évenements v sont compatibles.

Notons enfin que I'on pourrait avoir également une définition purement qualitative en
utilisant des tables pour définir I'addition et la multiplication utilisés dans OPp.
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Exemple :

Un objet w est décrit par sa couleur y; (w) qui peut €tre rouge ou bleue et son arrondi
y2 (w) qui peut étre rond ou plat.

. 1 2
Soit a = [y1 =4y, q] Apr [y2 = q2] et @ = [y; = rouge] Apr [y2 = rond]

avec q% (rouge) =0.9; qi (bleu)=0.1; q% (rouge)=0.5; q{ (bleu) =0.5;
q2 (rond) = 0.2 ; q2 (plat) = 0.8 "

Ce qui signifie que @ décrit des objets qui sont de deux types : soit souvent rouge et
rarement bleu, soit rouge ou bleu avec une probabilité égale. On obtient finalement

des objets dont la valeur est décrite par q? = q} Ubpr q% = qi + q%-q} q%

d'ob q] (rouge) = 0.9 +0.5 - 0.9 x 0.5 = 0.95

a3 (blew) =0.140.5 - 0.1 x 0.5 = 0.55

d'autre partona:
ri (rouge) = 1, 1) (bleu) = 0; rz (rond) = 1, rp (plat) =0

3 .
eta () = gpr(q], r1) Apr gpr (42, T2)
=(0.95x1 +0.55x0) Apr (0.2x 1 + 0.8 x 0)

= 0.95 Apr 0.20 = (0.95 + 0.20) = 0.57.
Donc la "probabilité archimédienne” pour que ® satisfasse 4 a est 0.57.

8.5.3. Le cas particulier des objets symboliques booléens
8.5.3.1 Les objets symboliques booléens définis comme objets mi

Les objets symboliques booléens sont les objets non - modaux qui ont été étudiés au
début de ce texte ; étant donnée une assertion booléenne a = 4 [yj = Vj] on peut lui
associer I'objet mi ap = 4 [y; = q;] ol g; est la fonction caractéristique de V; dans O;,
OPp = { U b, Mb. cb) est tel que g1 U'p q2 = Max(qi, q2), q1 Mb g2 = min(qy, q2) et
cp(q) =1-q; gb Qi ) = <qi, 1> et fp = min ; on montre facilement que ap(w) = 1

(donc 1;j £ qi) < a(w) = vrai et donc ap(w) = 0 < a(w) = faux. En annexe 2, on
donne un tableau résumant tous les choix de OPp qui ont été faits pour les quatre
types d'objets : booléens, possibilistes, nécessistes et probabilistes.
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8.5.3.2 Objets possibilistes et nécessistes "booléens”

Cest le cas particulier d'objets possibilistes de 1a forme ap=4p [yi=qjl ol qj est la
mesure de possibilité qui associe aux €léments de Vi € O; la possibilité 1 et 0 aux
autres valeurs. Il en résulte que ap () = 1 s'il existe au moins un descripteur pour
lequel g (w) =r; (W) = 1 ; on peut aussi définir un objet nécessiste a, = {4, [yi = qi
ol g;j est défini comme précédement ;

ap () = I que si Vi qi (w) = 1 implique 1; (w) = 1 autrement dit que si la partie Vj ot
q; prend la valeur 1 dans Oj est contenue dans celle od ri prend la valeur 1 ou ce qui

revient au méme si Vj € q; ; comme @ est un objet individuel cela ne peut se produire
que si rj est un singleton.

8.5.3.}' Cas particulier d'objets probabilistes "booléens"

A Tassertion a = 4 [y; = V;] on peut associer l'objet probabiliste apr = 4pr [yi = qj] ot

Qi est une mesure de probabilité telle que q(V;) = %arrccil*(\% si O;j est discret

et q(Vy = 1%‘5%} si O; est un intervalle, od long V; signifie longueur de V;.

11 en résulte que apr (W) = ,i‘pr 8pr (Qi, 1i) (ol gpr (qi, i) = < g, i >) et vaut donc la
moyenne de l'inverse des cardinaux ou des longueurs des Vi tels que yi () € V;j.

Ainsi la probabilité archimédienne d'appartenance de @ 2 la classe décrite par ap; sera
d'autant plus grande que les Vi atteints sont concentrés; s'ils sont tous réduits a un

seul élément et tous atteints (i.e. V i yi (@) € V) alors a (W) =1.

8.5.4 Propriétés et qualités des objets modaux
On peut étendre toutes les propri€tés et qualités des objets symboliques booléens

donnés aux § 4 et 5 aux objets modaux, faute de place ici, le lecteur intéressé se
reportera & Diday 91.

9. LES QUATRE TYPES D'ANALYSE DES DONNEES

On peut grossi¢rement définir quatre types d'analyse de données dont les frontiéres
ne sont pas nécessairement clairement sé€parées.

(@  "L'analyse des données” classique : on traite des données quantitatives ou
qualitatives avec des méthodes numériques utilisant l'algebre linéaire et les
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(b)

©

(d)

outils de la statistique.

"L'analyse numérique des données symboliques” : on introduit une mesure sur
les valeurs prises par les variables et on utilise la théorie de la mesure et des
probabilités, mais comment tenir compte alors des connaissances
supplémentaires?

"L'analyse symbolique des données classiques” :

- il s'agit de traiter des tableaux de données classiques (objets caractérisés par
des variables quantitatives et (ou) qualitatives) par 1'approche symbolique (en
utilisant : extensions, ordre symbolique, généralisation, héritage, qualité des
objets etc.) soit dés le départ sur les données soit aprés avoir utilisé une
méthode de l'analyse des données classique (afin d'automatiser
I'interprétation, par exemple).

Exemple d'analyse symbolique de données classiques :

Extraire les variables les plus "explicatives” d'un axe factoriel et les 2 classes
d'individus les plus contributifs de chaque extrémité de I'axe. Considérer
'ensembles des objets symboliques associés  ces variables. Trouver dans cet
ensemble des objets symboliques complets et d'effritement minimum
caractéristique de chacune des classes. Trouver les objets de meilleure stabilité
qui minimisent le recouvrement de la partition associée a ces classes.

"L'analyse symbolique des données symboliques" on utilise l'approche
symbolique pour traiter des données qui sont aussi symboliques.

Exemple de probléeme d'analyse symbolique de données

Etant donné S un ensemble d'objets symboliques et S] € S. Trouver une
partition de s] qui maximise la stabilité et minimise le recouvrement. Trouver
une hiérarchie de classes stables et de meilleure héritance. Trouver des
assertions d'effritement minimum pour recouvrir chaque classe.

Le tableau suivant (figure 9) schématise les quatre approches.

Données
Classiques symboliques
Analyse
Numérique (a) (b)
Symbolique ©) d)
Figure 12
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CONCLUSION

Afin de passer des objets de I'analyse des données A ceux de I'analyse des
connaissances, nous avons introduit des objets qui étendent le champ des données
habituellement traitées par l'analyse des données classique. Ces objets dits
“symboliques" s'averent particuliérement aptes a extraire ou 3 exprimer une
connaissance évoluée, sous une forme explicative ; les choix que nous avons fait au
niveau des fonctions de comparaison et d'agrégation peuvent étre modifiés pour
s'adapter aux différents types de connaissances (les choix que nous avons faits ont
surtout permis de définir un cannevas au domaine).. Les perspectives de recherche
sont vastes et d'abord la mise au point de méthodes répondant 2 la problématique de
I'analyse des données classiques adaptées 3 chaque type d'objet comme on I'a fait
pour chaque type de variable. Pour traiter de telles données les outils classiques issus
de la statistique, de I'analyse des données, de lalgebre linéaire ou de la théorie des
ensembles usuels doivent étre étendus de fagon a prendre en compte les aspects
purement logiques des objets non modaux et dans le cas modal, les axiomes
op€ratoires liés aux différentes sémantiques utilisées. Ainsi, par exemple, les
assertions probabilistes qui sont des "probabilités" doivent pouvoir étendre
I'axiomatique de Kolmogorov 2 des ensembles (dont les éléments sont des mesures
de probabilité classique) munis d'opérations archimédiennes bien différentes des
opérations ensemblistes usuelles. Ces outils et les principes de traitement que nous
avons énoncés constituent ensemble, un fond commun d'idées de base que I'on peut
appeler “I'analyse des connaissances”. Cette approche s'avére 2 son tour utile pour
traiter des données classiques afin d'en extraire des objets symboliques facilitant, par
exemple, une interprétation automatisée ou la construction d'une base de
connaissances d'un systéme expert.

ANNEXE 1

On dit que OPx = (U x, N 4, Cx} est idempotente sur un ensemble Q; si les
propri€tés suivantes sont satisfaites en plus de l'idempotence q; U xgi=qjet g Ny

qi =qi
1) Consistence :
@ u,‘ois=oisu,‘ois;ois ux¢=ois;¢ Ux@=0
s s s s s

2) Commutativité de U xet My

3) Associativité de U xet Ny
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4) Lois de De Morgan : il existe une complémentation ¢ satisfaisant a (i) ¢ (@) = O_s;
1

c (O:) = @, (ii) ¢ est strictement décroissante (une augmentation de E C Q entraine
une diminution de c(E)); (iii)c est involutif c¢(c(qyp) = q;, telle que :

1 2 1 2 1 2 1 2
.€(g; Uxqy)=c(qj) Nxc(gjetc(q Nxqj)=c(q;) Uxc(q;)

5)Elément neutre : q; U x D =q;, Gi ﬂxO:=C1i

6) L'union et l'intersection sont non décroissantes sur chaque argument

. Seules les opérations q-1 Ux q.2 = Max (q-l, q-2) et q-l M x q-2 = Min (q-l, q-z) sont
i i i* i i i i’ Hi

idempotentes (Bellman et Giertz (1973)) et mutuellement distributives. Dubois et
Prade (1980) ont démontré que 1'on ne peut pas avoir en méme temps idempotence et
les principes du tiers exclu q; U x ¢ (qi) = Qi et la non contradiction gi N xqi =@

. On dit que Opy est stricte ou archimédien si I'axiome 4 n'est pas nécessairement
satisfait et si I'axiome 6) est transformé en non décroissance stricte et si I'idempotence
estremplacée parq; Uxqi>qgietqi NxQqi<qi

2

1.2 11 2 1
qi»QetB@etVq >q qi Uxq; >q; Uxgjetqi Nxg; >qi Nxqj.
Nous avons choisi Oppr voir § 8.5.2 qui est archimédien mais il existe une grande
famille d'opérations archimédiennes qui a été caractérisée par Schweizer et Sklar

(1960). Ces opérations ne satisfont pas aux principes de non contradiction et du tiers
exclu. Tous ces aspects sont largement développés dans Dubois et Prade (1985).
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